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ALGUNAS CARACTERISTICAS
DE LOS MODELOS AGREGADOS MC-MN
DE MODELOS MA.
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Se estudian algunas propiedades de los modelos agregados de minimos
cuadrados y minima norma de procesos MA. Dichos agregados MC-
MN se obtienen mediante una metodologia matricial desarrollada por
el autor, que es aqui brevemente esbozada. Las caracteristicas anali-
zadas se refieren a la multiplicatividad de las estructuras componentes
del modelo y la invertibilidad del modelo agregado.
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1. INTRODUCCION

La agregacién temporal de una serie cronolégica consiste simplemente en la
suma por grupos consecutivos disjuntos de longitud constante m de los elemen-
tos de la misma. Tal proceso es el que transforma datos horarios en diarios
(m = 24), diarios en semanales (m = 7) o mensuales en anuales (m = 12),
por ejemplo, tratdndose de un proceso por tanto harto frecuente en la prictica
econémico—industrial.

En este proceso de agregacién temporal, el modelo estocéstico que sigue la
serie considerada sufre ciertas modificaciones, tanto en lo que se refiere al orden
de sus componentes autorregresivos y/o de medias méviles como en los valores
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de los pardmetros presentes. El conocimiento de dichas modificaciones resulta
interesante en varios aspectos relacionados con la prictica del andlisis de series
temporales, amén del interés intrinseco que puedan representar.

Un primer aspecto prictico de interés es la posibilidad de ahorro de tiempo de
ordenador en la modelizacién de los agregados de series temporales de modelo
ya conocido. En estos casos, en efecto, un conocimiento adecuado del modelo
agregado hace tal proceso de modelizacién practicamente innecesario.

Esa evitacién cobra especial interés al pensar en series desagregadas con un
nimero de elementos tal que, aiin pudiendo ser analizadas, sus agregados tienen
ya tan pocos términos que es imposible modelizarlos por un procedimiento
estandar (p.e. una serie mensual con 60 datos que da lugar a una serie anual
de sélo 5 datos).

Cabe pensar también que lo que se hace al intentar definir el modelo agregado
antes del proceso de agregacién mismo, es evitar los efectos de la pérdida de
informacién que acompafia a dicho proceso, si bien, como se comentard mis
adelante, es esa pérdida de informacién la que dard lugar al cardcter aproximado
del modelo MC-MN obtenido. En cualquier caso para su definicién se hizo uso
de toda la informacién del modelo original, y no sélo de la restante tras la
agregacion.

Una iltima via de interés, dentro de esta breve introduccién, viene dada por
las posibilidades que el conocimiento de los efectos de la agregacién tiene sobre
el problema inverso al aqui tratado: la desagregacién. Cabe plantearse que esta
metodologia pueda aportar luz en el desarrollo de métodos de desagregacién
eficientes, si bien este aspecto no ha sido objeto de estudio hasta el momento.

2. OBTENCION DEL MODELO AGREGADO MC-MN DE
UN MA(g)

Sea 2; una serie temporal que sigue un modelo MA(q):
2y = (1 — @1B T eee OQB")at = @,I(B)at

donde ©,4(B) es un polinomio en B de orden g que incluye todos los efectos
de medias mdviles presentes en la serie (tanto regulares como estacionales),
pudiendo pues ser el resultado de multiplicar varios polinomios en B distintos.

La representacién de esa serie para todos los instantes da lugar a

2t = Q¢ ——@1at_1 Tees T @qat_q
zZt—1= at—1~©Oa;_9 —..— eqat—q—l
Zt—n=— at—n_elat—n—l_'" - @qat—q—n
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que admite una notacién matricial de la forma z = @.a(1), donde

2= (tht_l .. .21)

a' = (aza¢—1...0a1)

1 -6 -9, O 0

o0 1 -6 .. -8, 0 0
O = b o e
0 0 1 -6

0 0o 1

siendo segin se ve © la matriz de coeficientes del modelo.

El proceso de agregacién de una realizacién parcial de un proceso estocéstico
discreto cualquiera z; puede representarse matricialmente como la premulti-
plicacién del vector formado por los términos de dicho proceso, z = (z¢...z1),
por una matriz de agregacién G que tenga una forma adecuada.

Asi, si definimos tal matriz G como:

1 (m) 1 0 ... 0
0 .. 0 1 (m) 1 0 0
G | e
0 1 (m) 1

es sencillo comprobar que Gz = z#, donde z# es el vector de los agregados con
periodo m de z:.

Si multiplicamos la expresién (1) por esta matriz G se tiene:
Gz = G0Oa

El primer término de esta igualdad es precisamente el vector de la serie
agregada, z4, pero el segundo no constituye ninguna forma reconocible. Para
que lo fuera, bastaria hallar una matriz T tal que:

(2) GO =TG
con lo que
24 =TGa=Ta? ; aff =Ga
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que serfa ya el modelo de la serie agregada.

Desgraciadamente el sistema de ecuaciones (2) es incompatible y hay que
buscar una solucién aproximada. A tal fin se emplea la inversa generalizada de
Moore-Penrose, obteniéndose la solucién, T, de minimos cuadrados y minima
norma:

T=GOG" ; G* = inversa de Moore-Penrose de G

La forma de esta matriz T es:

to tqA 0 0
0 ¢t 1t .. tga O 0
/A P
0 0 to &
0 0 ¢

con

¢* = {g/m}({z} = menor entero que iguala o mayora a z)

to = (m— (m - 1)@1 - (m — 2)@2 e ™ @m_l)/m
tl = (—@1 - 2@2 — e m@m - (m - 1)6m+1 e T @gm_l)/m
tn = (—‘@(n—l)m—}»l — e =mOpy — .. — @(n+1)m—1)/m

Si de la matriz T se saca como factor comin el elemento de su diagonal
principal, £, ¥ se hacen ademds los convenientes ajustes de modo que se respete
el habitual criterio de signos de los modelos de medias méviles, resulta:

24 =04 ; a® =toaf

en la que, segin se acaba de comentar, ©® 4 es tal que:

(3) 04 = e(n-l)m+1 + ot MmOy +"'+@(n+1)m—l
" m~(m—1)®1—...—6m,1

es decir que ©4 = (1/t5)T con ©4 = —t,,/to

Con ello el modelo agregado de un MA(q) resulta ser una nuevo MA(¢4) y
sus pardmetros son los de la expresién (3).
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Tal resultado es coincidente en lo relativo al orden del modelo agregado con
el presentado por Wei (1978) y va un paso més alld, en el sentido de que incluye
por primera vez expresiones para los pardmetros del modelo agregado.

3. MANTENIMIENTO DE LA MULTIPLICATIVIDAD
3.1. LA MULTIPLICATIVIDAD

En la bibliografia sobre series temporales, se llama modelo multiplicativo
a aquel cuya expresién incluye el producto de dos o mds polinomios en el
operador retardo B, afectando a un mismo elemento estocistico, sea éste la
serie temporal o el ruido blanco.

Se llamard aqui multiplicatividad a esta condicidn que traduce a expresiones
algebraicas una cierta independencia en los efectos. Tal independencia se pone
de manifiesto al pensar en series cortas con una parte estacional de periodo
largo, en las que esta estructura estacional puede no captarse en absoluto,
estando en cambio bien definida la regular.

Ejemplo tipico de multiplicatividad en la estructura lo dan los ya citados
modelos con parte regular y estacional:

(4) z=(1-06;B—..-0,BY)(1-0,B*—..-0g,B%)a,

El objeto aqui perseguido es estudiar el mantenimiento de la multiplicativi-
dad a través del proceso de agregacién.

3.2. MANTENIMIENTO DE LA MULTIPLICATIVIDAD DEL MODELO
AGREGADO

La primera cuestién que se plantea es el tratar de encontrar condiciones o
propiedades que nos permitan discriminar sobre si la multiplicatividad se va a
mantener o no en la agregacién.

Considérense aquellos modelos que puestos en forma aditiva son un MA(q):

(5) 2y = (1—@13—@232—...—®,IBq)at

Este polinomio en B puede descomponerse en el producto de otros polinomios
de menor grado, quedando de la forma:

(6) ze=(1-AnB—..— A B")---(1-..-A4;;,BY)a
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cumpliéndose que:

;
=) a
i=1

A la expresién 6 le llamaremos expresién multiplicativa del modelo frenta a
la 5 que es la forma aditiva del mismo.

Diremos que un modelo se agrega en su forma multiplicativa cuando reali-
zamos la agregacién por separado de cada uno de los factores que componen
su estructura, frente a la agregacién de la forma aditiva en la que se efectua la
agregacién directamente sobre esa expresién desarrollada (aditiva) del modelo.

Una cuestién que se va a plantear es cdando se mantendri la estructura
multiplicativa del modelo a través del proceso de agregacién. O lo que es lo
mismo, bajo qué condiciones resulta indiferente agregar un modelo en su forma
aditiva o multiplicativa, conduciendo ambas al mismo resultado.

Teorema:

Es condicién necesaria pero no suficiente para que se mantenga la multiplica-
tividad que se verifique

(M) {g/m} = Z{qf/m}

=1

donde

g= orden del modelo en forma aditiva.

¢i= orden de cada uno de los 7 factores del modelo en su forma multiplica-
tiva,

Demostracién:

En cuanto a la necesidad, basta percatarse de que cada uno de los dos miem-
bros de la igualdad 7 son, respectivamente, el de la izquierda el orden del
modelo agregado resultante de agregar la forma aditiva del modelo original,
y el de la derecha en orden del modelo agregado resultante de multiplicar las
agregaciones de cada uno de los factores de la forma multiplicativa del modelo.
Evidentemente, para que ambos modelos agregados coincidan es necesario que
sus 6rdenes sean iguales.

Nétese también que tal razonamiento no hace referencia al valor de los
pardmetros de ambos modelos agregados, cuya no coincidencia en algunos ca-
sos provoca la no suficiencia de la condicién expuesta. En efecto, piénsese en
un modelo como el siguiente. Sea un MA(3) de la forma:

8



7z =(1-(01+ A)B ~ (0, — ©,4A)B? + ©0,AB%)a,
que se pueda factorizar de la forma:
z = (1-©,B—0;B%(1- AB)a;
Se cumple adem4s que, con periodo de agregacién m = 2:
{3/2) = {2/2} + {1/2} =2

Veremos que, sin embargo, no se mantiene la multiplicatividad. La agre-
gacién del modelo original conduce a un MA(2) de la forma:

(01 +4) +2(9; — ©:4) — 0,4 Y

®) af=1- 2— (0, + A) T 2-(0,+4)

B2

La agregacién del modelo factorizado conduce a los sigulentes factores agre-
gados:

* Factor MA (1) procedente del MA(2) desagregado:

_9,+20,

1
2- 0,

B

* Factor MA (1) resultado de agregar el MA(1):

A

Si se multiplican ambos factores para obtener el modelo agregado en notacién
aditiva, se obtiene:

0, + 20, A ©0,+20;, A 2
9 1— B-|-—=—2—"2_—
) (2—@1 +2—A) ( 2-0; 2—A)B

los polinomios de las expresiones 8 y 9 deberfan ser idénticos si se conservara la
multiplicatividad. Es en cambio sencillo comprobar que los coeficentes de los
términos de igual grado no coinciden, quedando pues probada la no suficiencia.

9



3.3. MODELOS CON PARTE REGULAR Y ESTACIONAL

Si se considera un modelo MA(g)(Q)s, tal como el de la expresién 4, con la
condicién de que el periodo estacional sea miltiplo del de agregacién, s = km,
sometido a un proceso de agregacién, veamos si el modelo agregado verifica el
comentado mantenimiento de la multiplicatividad, es decir si el resultado de
agregar el modelo como un MA(g)(Q). es el mismo que el de agregarlo en su
forma aditiva, como un MA(g + QS).

En el apartado primero de este trabajo, se realizé la agregacién de los mo-
delos mixtos regular—estacional a base de transformarlos a su notacién aditiva.
La otra alternativa aqui planteada es la posibilidad de obtener el mismo resul-
tado agregando por un lado la parte regular, por otro la estacional, y al final
multiplicando los resultados de estas dos agregaciones.

En primer lugar se comprueba el cumplimiento de la condicién 8, antes ex-
puesta:

m m

R R

Luego, en principio, resulta posible el mantenimiento de la multiplicatividad.

La resolucién del caso general plantea numerosos problemas de célculo, por
la naturaleza de las expresiones en juego. A titulo de ejemplo, veremos uno de
los casos mds frecuentes.

* Modelos MA(1)(1)xm

La expresién del modelo es:
z = (1-0,B)(1- 6y, B*") a,
que puesto en forma aditiva queda:
2 (1—©1B - 0, B + 0,0, B *1) q,

Con ello al agregar con periodo m, resultari un modelo MA(k + 1) de
pardmetros, en el caso de que k > 2:

@1 m@km - (m - 1)@1@km

04 = A =
1 m— (m=-1)0, k m—(m—1)0,
”elekm .
4 = e IP A=0 V k
Ok+1 m_(m-1)0, S 1<> 1,k k+1

Si fuera k = 1, las expresiones anteriores quedarfan:

10



@A _ @1 + m(')km - (m - 1)®1®km @A _ —@1@km
m— (m—1)0, 2 m— (m—1)0;
04 =0 Vi > 2

Trabajaremos en el supuesto mas general de que k es mayor o igual que dos.
Con ello, si se hubieran agregado por separado las partes regular y estacional
se tendria:

- De la agregacién del MA(1) un nuevo MA(1) del pardmetro

8
m— (m—1)0,

o =
- de la agregacién del MA(1)k,, un MA(1)x del pardmetro
0f = Okm
Multiplicando ambos, el modelo agregado quedaria:
A= (1 - ef'B) (1 - eﬁ'Bk) ot
Efectuando el producto resulta:

o = (1-0f'B-of'B* - 6f'6f B} af

Si comparamos estos resultados con los de la agregacién del modelo en forma
aditiva, resulta clara la igualdad entre ellos. En efecto:

! @1 i
0f =09 = —————— of =0 = 0Om
1 m — (m— 1)@1 k k
1 —@1@km
eA = QA —
k+1 k+1 m— (m . 1)@1

Es inmediato comprobar que en el caso k = 1 también se cumple esta igual-
dad.

Tal equivalencia entre las dos distintas formas de agregar un modelo con
parte regular y estacional de periodo miltiplo del de agregacién, puede com-
probarse para otros modelos distintos al aqui analizado, incluso para aquellos
cuya expresién multiplicativa contenga mas de dos factores, por ejemplo cuando
se presente una doble estacionalidad.

Ello nos permite enunciar la siguiente Proposicién:
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En la agregacién de modelos MA con partes regular y estacionales, de perio-
dos estacionales miltiplos del de agregacién, es equivalente obtener el modelo
agregado MCMN a partir del modelo MA original puesto en forma aditiva o a
partir del producto de la agregacién independiente de todos y cada uno de los
factores (partes regular y estacionales) del MA original.

Este fenémeno del mantenimiento de la multiplicatividad tiene algunas in-
teresantes consecuencias de tipo prictico. Considérese una serie que presente
estacionalidad de periodo muy largo que, aunque indudablemente presente en
su comportamiento, no nos es posible modelizar por problemas exclusivamente
pricticos (alto orden de diferenciacién necesario, elevado nimero de coeficientes
de correlacién requeridos, etc.) Sin embargo, si esa serie se somete a un pro-
ceso de agregacién de periodo submiltiplo de esa estacionalidad, se reduce el
orden de la misma hasta unos niveles en los que resulte mis cémodo el tra-
bajo de andlisis e identificacién del modelo de la serie. Una vez identificada
adecuadamente esa estacionalidad de periodo largo, puede incorporirsela al
modelo desagregado de la serie sin mds que modificar el orden de los expo-
nentes del operador retardo B.

4. INVERTIBILIDAD DEL MODELO AGREGADO

La invertibilidad del modelo agregado considerado aisladamente va a seguir
exactamente las reglas generales, requiriéndose para que un modelo sea inver-
tible que las raices reales de su polinomio de medias méviles estén todas fuera
del circulo unidad del plano complejo.

La cuestién que aqui se va a abordar no es esa, sino que es la relacién exis-
tente entre la invertibilidad del modelo desagregado y la de su correspondiente
agregado.

Al igual que en Box y Jenkins (1.976), no es posible estudiar la cuestién de
la invertibilidad en el caso geneal, debiendo tratarse por separado cada uno
de los modelos mds simples y extrayéndose de ellos algunas conclusiones mds
generales.

* Caso MA (1) desagregado:

El modelo resultante de su agregacién con periodo m serd otro MA(1) de
pardmetro

0,

(10) of = m— (m—1)0;

y la zona de invertibilidad del desagregado es ©; €] —1,1]

Si representamos grificamente la relacién entre ©, y O se tiene:
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donde vemos que a los valores de ©; €]—1, 1| les corresponden valores de ©% €
] = 1,1[, es decir, que los modelos que eran invertibles en el nivel desagregado
seguirdn siéndolo en el agregado. Pero ademds, hay también otro conjunto de
pardmetros ©, cuya imagen también es, en mdédulo, menor que la unidad, en
concreto aquellos que cumplan:

(11) 0, €] — o0, -1 o bien 0, €](m/(m — 2), 00|

existiendo asi pues un grupo de modelos que se “invertibilizan” en el proceso
de agregacién.

Mis atin, la zona en la que el modelo agregado de un MA(1) no invertible
conserva tal caracteristica, que corresponde a los modelos de parimetro ©; €
]1,m/(m — 2)|, tiene una amplitud que se reduce al aumentar el periodo de
agregacién m.

* Caso MA(2) desagregado:

La agregacién de un tal modelo con periodo m > 2 conduce a un MA(1) de
parimetro

0, + 20,
m — (m— 1)61 - (m - 2)@2

(12) of =

La condicién que debia cumplir el MA(2) original para ser invertible era que
los dos parimetros ©; y O, estuvieran dentro del tridngulo de la figura:
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En cambio la condicién de invertibilidad del MA(1) agregado es sélo que
|©4| < 1. Analicemos cuindo ©# produce no invertibilidad:

a) 04 > 1.

Segilin cual sea el signo del denominador de la expresién (12), se delimitan
dos zonas de no invertibilidad:

(13) ©2¢9 > 1-0; (denominador positivo)
(14) ©2 <1-0; (denominador negativo)

El signo del denominador (D) sigue la siguiente pauta:
(15) D>0 si ©;m/(m—-2)—(m~-1)0;/(m—2)

(16) D<0 si 0;>m/(m-2)—(m—-1)0,/(m—-2)

Es decir, cuando se cumplan simultineamente las expresiones (13) y (15) o
las (14) y (16) el modelo agregado sera no invertible (|0f] > 1).

Operando de un modo similar al anterior tenemos que las expresiones que
delimitan las zonas de no invertibilidad son:

(17) Oz 2 m/(m—4)— (m—2)0;/(m—4) (denom. positivo)

(18) 0; <m/(m—-4)—(m—2)0;/(m—4) (denom. negativo)
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Asf pues, cuando se den simultineamente (15) y (17) o (16) y (18) el modelo
serd no invertible.

Si el periodo de agregacién m es menor que 4, las expresiones (17) y {18)
deben ser sustituidas por

Oz <m/(m—4)— (m—2)0,/(m—4) (denom. positivo)
©2 >m/(m—4)— (m—2)0;/(m—4) (denom. negativo)

Como plasmacién grafica de lo anterior resulta la figura siguiente, en la que se
superponen las zonas de invertibilidad de los modelos agregado y desagregado:

Como se ve, ocurren hechos similares a los descritos en el modelo MA(1),
puesto que, de un lado, todos los modelos que eran invertibles (zona interior del
tridngulo) siguen siéndolo al agregarlos; de otro lado amplias zonas de modelos
desagregados no invertibles (zona exterior al tridngulo no rayada) pasan a serlo
tras la agregacién y, por dltimo, que el conjunto de modelos que mantienen la
no invertibilidad (zona rayada) reduce su amplitud al aumentar el periodo de
agregacién m.

Veamos algunos ejemplos de cdmo evoluciona esa zona de no invertibilidad
para distintos érdenes de agregacién:
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+ Caso MA(1),, desagregado:

El modelo resultante de la agregacién es ahora un MA(1), con O = Ok,
con lo que todos los modelos desagregados invertibles y s6lo ellos serdn inver-
tibles en el nivel agregado.

* Caso MA(Q)km desagregado:

Lo dicho para el MA(1),, es vélido también aqui, cumpliéndose que o4 =
Oikmt = 1,....Q, como es sencillo comprobar.

* Caso MA(1),,/, desagregado:

El modelo resultante es ahora un MA de orden y pardmetro:

¢4 = {(m/k)/m} = {1/k} =1

(k= (k—1)Om/x)

of =

Si se observa esta expresién es idéntica a la que se obtendria al agregar un
MA(1) con periodo m, sin mas que identificar ©; con Om/k y m con k. Las
conclusiones seran las mismas que alli se expusieron:

- Todo modelo invertible sigue siéndolo al agregar.

- Los modelos con ©,,/x €] — 00, 1] 0 con O, €]k/(k — 2), 00| pasan a ser
invertibles.

- La zona de no invertibilidad se reduce al aumentar k
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* Caso MA(1) (1)« desagregado:

En general la agregacién de este modelo conducird a un MA(k + 1) de
pardmetros:

0, ~0,0
Of = Okm Oy = —_(‘,‘;T%é—l

0= ————
' 7 m—(m-1)6, m

o bien, haciendo uso del mantenimiento de la multiplicatividad, a un MA(1)(1)
con:

o4 = ka

pudiéndose estudiar por separado la invertibilidad de cada una de las dos com-
ponentes, regular y estacional, ambas ya comentadas. Asi pues, el modelo
agregado serd invertible si se cumplen simultineamente las condiciones a)y b):

Zl,) @1>m/(m—2) o 0;<1

b) Ok E] -1, 1[

lo cual se traduce grificamente en:
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siendo invertibles todos los modelos cuyos pardmetros desagregados correspon-
dan al 4rea rayada.

* Condiciones de invertibilidad.

Sibien, segiin se ha visto, resulta imposible el estudio del caso general (MA(q)
desagregado, Ygq) por problemas de tipo estrictamente practico, ante la comple-
jidad creciente de las expresiones involucradas y el aumento de dimensiones de
los espacios en los que se debe trabajar, si que se puede, a través de los modelos
aqui resueltos, extraer una serie de lineas generales que se van a cumplir en
todos los casos.

En primer lugar se observa que toda serie que era invertible desagregada
seguira siéndolo al someterse a un proceso de agregacién temporal.

Hay ademds grupos de modelos tales que las series desagregadas que los
seguian no eran invertibles y en cambio sus agregados si que lo son: la delimi-
tacién de tales grupos resulta diferente para cada modelo, si bien al aumentar
la complejidad de los mismos, el caso particular correspondiente a los modelos
maés sencillos, da el mismo resultado que el que se obtenfa analizando esos
modelos sencillos directamente.

Hay, para cada orden MA, un grupo de modelos que permanecen no in-
vertibles con la agregacién. Se puede observar en todos los casos que, segin
aumenta el orden de agregacién m, la extensién de tal grupo va reduciéndose
hasta casi desaparecer.
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