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1. INTRODUCCI ÓN

La obtención de información a través de encuestas de la población se ha convertido en
una práctica frecuente en la investigación de entidades públicas y privadasque deman-
dan respuestas a preguntas tan básicas como: ¿cuál es el método más apropiado para
obtener la muestra?, ¿cuál es el tamaño apropiado de la muestra?, ¿cómo debo analizar
los datos obtenidos? Los que estudiamos poblaciones finitas sabemos quelas respues-
tas a estas preguntas no son únicas y universales, y además dependen de la perspectiva
de análisis aplicada. Al escribir este artı́culo se ha pensado que era importante realizar
un esfuerzo en recoger y analizar las respuestas que da la literatura a estas preguntas
de diseño desde las distintas perspectivas. De este modo, el lector no especializado
obtendrá con este trabajo una visión conjunta sobre las distintas respuestas de la litera-
tura a sus preguntas sobre diseño, y el lector especializado tendrá unareferencia en la
que se analizan conjuntamente los resultados sobre diseño desde las diversas perspec-
tivas, con la particularidad añadida de permitir el estudio por separado de cada grupo
de aportaciones por el carácter autocontenido de las secciones sobre aportaciones desde
las perspectivas de población fija, modelos de superpoblación clásicos y modelos de
superpoblación Bayesianos.

Resumiendo y concretando, este artı́culo realiza una revisión de la literatura clásica y
reciente sobre diseño en poblaciones finitas desde las perspectivas de población fija, y
modelos de superpoblación desde las perspectivas clásica y Bayesiana. En concreto,
se revisan las aportaciones en relación a cómo seleccionar la muestra, elegir eltamaño
óptimo de unidades y elementos a muestrear en un muestreo en dos etapas, técnicas
para estratificación de una población, etc., señalando las hipótesis asumidas en cada
caso desde las distintas perspectivas. Otros artı́culos de revisión sobre las diferentes
aportaciones al diseño y estimación son: Zacks(1970), Rao(1979), y Bellhouse(1984).

Debemos indicar que en este artı́culo no se pretende realizar una revisión de las apor-
taciones realizadas en el terreno de obtener el estimador óptimo para un muestreo dado
o para un grupo de procedimientos de muestreo (aunque se indiquen como referencia
algunos resultados), y por lo tanto que la exposición no se centraráen la forma de los
estimadores sino en las caracterı́sticas relativas al diseño. El lector interesado en un
análisis más detallado sobre estimación puede dirigirse, por ejemplo,a los siguientes
artı́culos y libros:� Sobre muestreo en población fija, a los manuales de Hansen, Hurwitz and Ma-

dow(1953), Kish(1965), Cochran(1977), Hedayat and Sinha(1991) y Särndal, Swen-
son and Wretman(1992) y a los artı́culos de Chaudhuri(1988), Mukhopadhyay and
Tracy(1993) y Godambe(1992).� Sobre muestreo y estimación basada en un modelo de superpoblación, a losma-
nuales de Cassel, Särndal and Wretman(1976), Bolfarine and Zacks(1992) ya los
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artı́culos de Royall(1988,92a) desde las perspectivas clásica, y Ericson(1969a,88) y
Font(1995b) desde la perspectiva Bayesiana.

Otras referencias de interés son el artı́culo de Särndal(1978) y las tesis de Murgui(1982)
y Font(1995a) que recogen un resumen comparativo de las distintas aproximaciones al
problema de estimación en poblaciones finitas.

El presente trabajo se organiza en 6 secciones incluyendo esta introducción.En la
sección 2 se establecen los conceptos básicos y notaciones que se aplicarán en la des-
cripción de los distintos resultados. En la sección 3 se presentan las aportaciones al
diseño desde la perspectiva de población fija. En las secciones 4 y 5 las aportaciones al
diseño que se apoyan en un modelo de superpoblación desde las metodologı́as clásica
y Bayesiana respectivamente. Y en la sección 6 se presenta un resumen conclusión
sobre la comparación realizada entre las distintas perspectivas y se referencianotras
aportaciones al diseño no tratadas en las secciones 3, 4 y 5.

2. CONCEPTOS BÁSICOS Y NOTACI ÓN

Consideremos una población finita deN (entero positivo conocido) elementos,P =f1; 2; : : : ; Ng, unas cantidadesyi, i = 1; 2; : : : ; N que representan el valor de una ca-
racterı́stica de interés asociada a cada uno de estos elementos, y supongamosque esta-

mos interesados en inferir sobre la cantidad (desconocida)y = PNi=1 yiN . Para poder esti-
mary (denotaremos al estimador porby), obtendremos una muestras = fi1; i2; : : : ; ing
con probabilidadp(s) mediante un mecanismo de muestreo no informativo de tamaño
fijo n y mediremos para los ı́ndices muestreados el valor de la caracterı́stica en estu-
dio. En este artı́culo nos restringiremos a los resultados referidos aprocedimientos
de muestreo no informativos de tamaño fijon. Dentro de este grupo indicaremos por
srswr al muestreo aleatorio con reemplazamiento, ppswr al muestreo con reemplaza-
miento conpi = Pr(seleccionar i), i = 1; 2; : : : ; N , srswor al muestreo aleatorio sin
reemplazamiento, y ppswor al muestreo sin reemplazamiento con�i = Pr(i 2 s),i = 1; 2; : : : ; N . A partir de esta notación básica introduciremos a continuación las
notaciones particulares correspondientes a las perspectivas de población fijay modelos
de superpoblación.

La perspectiva de población fija considera como única fuente de aleatoriedad la debida
al mecanismo de muestreo. Si representamos porEp(:) y Vp(:) a los operadores media
y varianza respecto al procedimiento de muestreop, diremos que nuestro estimadorby
es insesgado respecto al muestreo si:Ep(by) = y;(1)

5



y en este caso el error cuadrático medio cometido respecto al muestreo vendrá dado
por: Ep(by � y)2 = Vp(by):(2)

A partir de (1) y (2), Newman(1934) define como estrategia óptima (estrategia de uni-
forme mı́nima varianza) aquella estrategia(by; p) que minimice el error cuadrático me-
dio respecto al muestreop (ver (2)) entre todos los estimadores insesgados respecto
a ese procedimiento de muestreop (ver (1)). Los trabajos de Godambe(1955) y Go-
dambe and Joshi(1965) demuestran la no existencia de estimadores óptimos según la
definición anterior (más detalles en sección 3) y justifican la búsqueda deotros criterios
de estrategia óptima (por ejemplo, la admisibilidad) o la introducción de modelos de
superpoblación (ver otras razones en la sección 4) para delimitar en qué circunstancias
relativas a la población un estimador era mejor que otro.

La perspectiva basada en modelos de superpoblación considera a los valoresyi como
realizaciones de una variable aleatoriaYi, i = 1; 2; : : : ; N . Si asumimos esta segunda
fuente de aleatoriedad y representamos porEm(:) y Vm(:) a los operadores media y va-
rianza respecto al modelo de superpoblación, diremos que el estimadorby (manteniendo
la notación inicial) es insesgado respecto al modelo si:Em(by � Y ) = 0:(3)

La literatura que considera un modelo de superpoblación propone doscriterios para
seleccionar la estrategia óptima, según la importancia que el estadı́stico quiera dar a
cada una de las dos fuentes de aleatoriedad (procedimiento de muestreo y modelode
superpoblación) que consisten en minimizar:EmEp(by � Y )2;(4)

o bien, Em(by � Y )2;(5)

entre estimadores que satisfacen (1) ó (3).

A veces dispondremos también de una información complementaria sobre la variable en
estudioyi, en forma de una caracterı́stica auxiliarxi coni = 1; 2; : : : ; N conocida para
todas las unidades de la población que se podrá aplicar en el mecanismo de muestreo y/o
en la estimación para mejorar el proceso inferencial. Algunas notaciones adicionales
de interés son:
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y = PNi=1 yiN ; ys = Pi2s yin ; yu = Pi62s yiN�n ;x = PNi=1 xiN ; xs = Pi2s xin ; xu = Pi62s xiN�n ;S2y = PNi=1 (yi�y)2N�1 ; S2x = PNi=1 (xi�x)2N�1 :
En algunas ocasiones los elementos de la población (de manera natural o bien tras un
proceso de estratificación) aparecen agrupados en unidades más grandes (psu’s).En
este trabajo, denotaremos porK (entero positivo conocido) al número de unidades,Mi
al número de elementos de la unidadi, i = 1; 2; : : : ;K (enteros positivos conocidos)
con

PKi=1Mi = N , yij al valor de la caracterı́stica en estudio asociada al elementoj de la unidadi, paraj = 1; 2; : : : ;Mi, i = 1; 2; : : : ;K. Las inferencias que se
analizarán en este trabajo se refieren a la media de la población por elemento y se
apoyarán en los valores observadosyij para(i; j) 2 s, con s una muestra obtenida
a través de un muestreo en dos etapas, en el que primero se realiza un muestreo no
informativo de tamaño fijo k (denotaremos a la muestra obtenida pors0) y en segundo
lugar un muestreo no informativo de tamaño fijomi parai 2 s0 con

Pi2s0 mi = n
(denotaremos a la muestra en cada unidad porsi, i 2 s0) ambos procedimientos de
muestreo independientes, por tantos = f(i; j) : j 2 si; i 2 s0g . En este trabajo
indicaremos por: stsrswor al muestreo estratificado conk = K con elección de los
elementos mediante srswor, clsrswor al muestreo cluster conk < K y mi = Mi,i = 1; 2; : : : ;K con elección de las unidades mediante srswor y 2ssrswor al muestreo
en dos etapas con muestreo srswor de las unidades y de los elementos. Otras notaciones
de interés son, parai = 1; 2; : : : ;K:yi = PMij=1 yijMi ; ysi = Pj2si yijmi ; yui = Pj 62si yijMi�mi ;xi = PMij=1 xijMi ; S2yi = PMij=1 (yij�yi)2Mi�1 ; S2xi = PMij=1 (xij�xy)2Mi�1 ;
ası́ como las siguientes definiciones de la varianza poblacional dentro de las unidades
(S2yw), la varianza poblacional entre unidades (S2yb) y la correlación poblacional dentro
de las unidades (Ry):S2yw = PKi=1 (Mi�1)S2yiN�K ; S2yb = PKi=1Mi(yi�y)2K�1 ; Ry = 2PKi=1PMij<j� (yij�y)(yij��y)( Ki=1M2iN �1)(N�1)S2y ;
esta última expresión (Ry), que puede interpretarse como un coeficiente de homoge-
neidad dentro de la unidad, ha sido aproximada por los diversos autoresen términos deS2yw, S2yb y S2y (por ejemplo, en el casoMi = M , i = 1; 2; : : : ;K, Hansen, Hurwitz

and Madow(1953) usan la aproximación
M(K�1)N�1 S2yb�S2y(M�1)S2y y Cochran(1977) la aproxi-

mación
S2yb�S2y(M�1)S2y ). Indicaremos también conRy a todas estas aproximaciones cuando

formen parte de la aproximación de un resultado.
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3. APORTACIONES AL DISE ÑO DESDE LA PERSPECTIVA DE
POBLACI ÓN FIJA

Las aportaciones al diseño de los autores que han trabajado desde esta perspectiva son
muy numerosas, en concreto en esta sección se analizarán algunos resultados compa-
rando procedimientos de muestreo distintos, expresiones sobre los tamaños de muestreo
óptimos y algunos procedimientos para estratificar la población con el objetivo de ob-
tener mejores inferencias.

Antes de pasar a la relación de las aportaciones en población fija conviene realizar una
reflexión previa sobre el concepto de estimador«óptimo», para valorar mejor las con-
secuencias de la elección entre las distintas alternativas de diseño en base a los errores
cuadráticos asociados a ese estimador«óptimo». La no existencia de una estrategia uni-
forme de mı́nima varianza demostrada por Godambe(1955) cuando se consideraba la
minimización dentro de la clase de los estimadores insesgados, lineales y homogéneos,
y por Godambe and Joshi(1965) cuando se consideraba la clase de todos los estima-
dores insesgados (más detalles en los artı́culos de Chaudhuri(1988) y Mukhopadhyay
and Tracy(1993)), conduce a establecer el concepto de estimador admisible paraun
muestreo dado. En esta lı́nea de investigación, Joshi(1965,67) demostró: (i) la admisi-
bilidad del estimador de Horwitz-Thompson (byHT = Pi2s yi�iN ) como estimador dey para muestreos ppswor con probabilidades de inclusión�i estrictamente positivas,
(ii) la admisibilidad deys para un diseñop entre todos los estimadores dey, y (iii) la
admisibilidad deys, byr = xxs ys (estimador de razón), ebyb = ys + b�(x � xs) conb� = Pi2s (xi�xs)(yi�ys)Pi2s (xi�xs)2 (estimador de regresión) entre los estimadores medibles (con

algunas restricciones adicionales) dey para funciones de pérdida muy generales para
procedimientos de muestreo sin reemplazamiento. En otra lı́nea de investigación, New-
man(1934) y Royall(1968) demostraron que para un muestreo srswr, el estimadorys
es el único estimador que minimiza el error cuadrático respecto al muestreo entre los
estimadores insesgados lineales homogéneos y entre todos los estimadoresinsesgados
respectivamente.

3.1. Comparacíon entre procedimientos de muestreo

3.1.1. Comparacíon entre muestreos en una etapa

Veremos dos grupos de resultados, los debidos a Lanke(1975) que comparan los mues-
treos srswor y srswr y los de Des Raj(1954), Reddy and Rao(1977) y Rao(1993) que
permiten comparar muestreos srswr y ppswr.

Lanke(1975) define que un procedimiento de muestreop0 es mejor o al menos tan bueno
como otro procedimientop si dado un estimador insesgado dey respecto ap, byp, existe

un estimador insesgado dey respecto ap0, byp0 , tal queVp0(byp0) � Vp(byp), y obtiene una
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condición necesaria para que un muestreop0 sea mejor o al menos tan bueno comop
para la estimación deNy. De la aplicación de esta condición a los muestreos aleatorios
se llega a que en la estimación dey un muestreo srswor es mejor o al menos tan bueno
como un muestreo srswr sin � 2.

Des Raj(1954) demuestra que el muestreo ppxwr (muestreo ppswr conpi = xiNx ,i = 1; 2; : : : ; N ) puede producir peores estimaciones que el muestreo srswr cuando
la relación entreyi y xi, i = 1; 2; : : : ; N se aleja de una lı́nea recta a través del origen.

Rao(1993), considera dos muestreos proporcionales con reemplazamiento, ppswr y
pps’wr con probabilidades de elegiri, pi y p0i, i = 1; 2; : : : ; N respectivamente y
considera el muestreo pps”wr con probabilidades de elegiri, p00i = �pi+(1��)p0i con0 � � � 1, i = 1; 2; : : : ; N obteniendo los siguientes resultados que representaremos
por (1):

(i) Si Vppswr(byHH ) < Vpps’wr(by0HH ), entoncesVpps”wr(by00HH ) < Vpps’wr(by0HH ).
(ii) Si Vpps’wr(by0HH ) < Vppswr(byHH ), entoncesVpps”wr(by00HH ) < Vppswr(byHH ).
(iii) Vpps’wr(by0HH )� Vppswr(byHH ) = 1nN2 PNi=1 y2i (pi�p0i)pip0i ;
dondebyHH = Pi2s yipiNn es el estimador de Hansen-Hurwitz asociado al muestreo
ppswr (las primas representan los correspondientes estimadores Hansen-Hurwitz para
los restantes muestreos).

De (1)(i) y (ii) se deduce que la estrategia(by00HH ; pps”wr) es mejor que la peor en-

tre las estrategias(byHH ; ppswr) y (by0HH ; pps’wr). De (1)(iii) tomandop0i = 1N , i =1; 2; : : : ; N (muestreo srswr) obtenemos una expresión de las diferencias en eficiencia
entre un muestreo srswr y un muestreo ppswr.

3.1.2. Comparacíon entre muestreos srswor, stsrswor y clsrswor

La comparación entre los muestreos srswor y stsrswor es analizada en la mayorı́a de
manuales sobre técnicas de muestreo. Por ejemplo, Cochran(1977) y Särndal, Swens-
son and Wretman(1992) obtienen la siguiente expresión:Vsrswor(ys)� Vstsrswor,(13)(ys) = N�nnN(N�1) [(K � 1)S2yb � 1N PKi=1 (N �Mi)S2yi];(2)

en la que el subı́ndice stsrswor (13) indica que se ha aplicado un muestreo aleatorio
estratificado en el que el número de elementos muestreados en cada estrato es propor-
cional al tamaño del mismo (ver comentarios del apartado 3.2.2 y la expresi´on (13)).
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A partir de (2) podemos observar que matemáticamente el muestreo stsrsworpuede
ser peor que el muestreo srswor. En particular, si suponemos queS2yi = S2psu, i =1; 2; : : : ;K tenemos que la expresión (2) se convierte en:Vsrswor(ys)� Vstsrswor,(13)(ys) = (N � n)(K � 1)nN(N � 1) [S2yb � S2psu];(3)

que será negativa (evidencia a favor del muestreo srswor) si la varianza poblacional en-
tre estratos es más pequeña que la varianza dentro de los estratos. En lamayor parte de
las situaciones prácticas la varianza entre estratos supera a la varianza dentrodel estra-
to, (2) es positivo y se produce una ganancia en precisión al usar el muestreo stsrswor
como alternativa al muestreo srswor.

Hansen, Hurwitz and Madow(1953) obtienen a partir de (2) la siguienteexpresión apro-
ximada de las ganancias derivadas del muestreo stsrswor frente al muestreo srswor:Vsrswor(ys)� Vstsrswor,(13)(ys) ' N � nN S2yn Ry:(4)

A partir de (2) y (4) podemos extraer las siguientes observaciones:� Cuanto más grande sea la homogeneidad dentro de los estratos, las ganancias por
estratificación serán mayores.� Cuanto más grande sea la heterogeneidad entre las medias de los estratos, mayores
serán las ganancias relativas por estratificación.� La ganancia relativa no será muy alta salvo que las variaciones entre estratossean
bastante mayores que las variaciones dentro de los estratos.

En relación a la comparación entre los muestreos srswor y clsrswor tenemos, apoyán-
donos en los resultados de Cochran(1977), cuandoMi = M , i = 1; 2; : : : ;K que:Vclsrswor(ys)� Vsrswor(ys) = N � nN S2yn � N � 1M(K � 1) [1 + (M � 1)Ry]� 1�' N � nN S2yn (M � 1)Ry:(5)

De (5) se deduce que siRy < 0, el muestreo clsrswor es más eficiente que el srswor,
y si Ry > 0 (la situación más habitual), el muestreo clsrswor es menos eficiente que
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el srswor. Hansen, Hurwitz and Madow(1953) proporcionan una buena discusión so-
bre los valores deRy para diferentes ı́tems y diferentes tamaños de cluster y Särndal,
Swensson and Wretman(1992) estudian los muestreos clppswor (muestreosde dos eta-
pas conmi = Mi, i 2 s0 con muestreo para las unidades del tipo ppswor) y aplicando
un estimador Horwitz-Thompson llegan a las siguientes conclusiones prácticas:� Si podemos seleccionar los clusters con un muestreo ppswor con�i = kyiPKi=1 yi ,i = 1; 2; : : : ;K, entonces este muestreo cluster será muy eficiente.� Si seleccionamos los clusters con un muestreo ppswor con�i = kMiN , i = 1; 2; : : : ;K, el muestreo será bastante eficiente si las variaciones entre las medias poblacio-

nales de cada cluster son pequeñas.� Un muestreo clsrswor es a menudo poco eficiente cuando los clusters son de distinto
tamaño, es más, si la correlación entreMi y Miyi, i = 1; 2; : : : ;K es positiva (que
es el caso habitual), el muestreo clsrswor da peores resultados que en el caso de
muestreo clsrswor conMi = M , i = 1; 2; : : : ;K.

3.1.3. Comparacíon entre muestreos srswor y 2ssrswor

Hansen, Hurwitz and Madow(1953) obtienen la siguiente expresión para comparar los
dos tipos de muestreo en el caso:Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K y mi = m, i 2 s0V2ssrswor(ys)� Vsrswor(ys) ' N � nN S2yn Ry(m� 1):(6)

A partir de (6) podemos concluir que un muestreo 2ssrswor será eficienteen la medida
que la correlación entre los elementos dentro de cada unidad sea pequeña sies positiva,
o en el medida que ésta sea negativa. En la prácticaRy es positiva y decrece al aumentar
el tamaño de las unidades.

3.2. Tamãnos de muestreóoptimos

La literatura clásica presenta tres criterios para determinar el tamaño de muestreo óptimo:� Para un coste dado, determinar el tamaño que hace mı́nimo el error cuadráticomedio
en la estimación.� Para una varianza respecto al muestreo dada del estimador de la media poblacional
insesgado aplicado, determinar el tamaño que hace mı́nimo el coste de la estimación.� El problema de decisión de minimizar una función de pérdida.
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A continuación presentaremos los resultados obtenidos según estos criterios para mues-
treos srswor, stsrswor, clsrswor y 2ssrswor.

3.2.1. Tamãno de una muestra srswor

Konijn(1973) propone para una varianzaV 2 dada la siguiente expresión para el tamañon de una muestra srswor: n = S2yV 2N�1N + S2yNV 2 ;(7)

esta expresión cuandoN es bastante grande se simplifica tomandoN�1N ' 1 a la ex-
presión presentada por Kish(1965).

Y Cochran(1977) considerando el criterio de minimizar la pérdida cuadrática multipli-
cada por la constante positiva
 más una función lineal de costesC(n) = c0 + c1n,
obtiene la siguiente expresión para el tamaño óptimon de una muestra srswor:n = S2yp
pc1 :(8)

(Una forma más general de este resultado aparece en Yates(1960).) Debemos observar
que las expresiones (7) y (8) proporcionan valores paran que son función de la varianza
poblacional, e indicar que para poder fijar el tamaño óptimo la práctica habitual consiste
en sustituir esta cantidad desconocida por un estimador.

3.2.2. Tamãnoóptimo de una muestra stsrswor

Si consideramos la función de coste lineal:C(m1; : : : ;mK) = c0 +PKi=1 cimi se
tiene (ver, por ejemplo, Särndal, Swensson and Wretman(1992)) que:

(i) Bajo la hipótesis de minimizar la varianza respecto al diseño para unmuestreo
stsrswor para un coste dadoC, los tamaños óptimosmi, i = 1; 2; : : : ;K vienen
dados por: mi = (C � c0)MiSyipciPKi=1MiSyipci = n MiSyipciPKi=1 MiSyipci :(9)

(ii) Bajo la hipótesis de minimizar el coste para una varianza dadaV 2 para un muestreo
stsrswor, los tamaños óptimosmi, i = 1; 2; : : : ;K vienen dados por:
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mi = MiSyipci PKi=1MiSyipci(NV )2 +PKi=1MiS2yi :(10)

Observemos que a partir de (9) se obtiene tomandoci = c, i = 1; : : : ;K, la asigna-
ción de Newman (el resultado sobre tamaño óptimo más popular), que consiste en la
selección de muestras aleatorias estratificadas con tamaños de muestreo por estratomi,i = 1; 2; : : : ;K dados por: mi = n MiSyiPKi=1MiSyi :(11)

Esta expresión fue obtenida por Neyman(1934) y previamente por Tschuprow(1923).

A partir de (9) y (10) se obtiene una regla práctica para diseñar un muestreo aleatorio es-
tratificado que consiste en seleccionar, dado un estrato, una muestra más grande cuánto
más grande sea su tamaño, más variable sea y menor sea el coste de muestrearlo, y las
expresiones de los tamaños de los estratos y tamaño total de la muestra. Sin embargo, la
obtención de estos tamaños presenta algunas dificultades prácticas, al desconocimiento
deS2yi (habitual en este tipo de expresiones y que discutiremos en el próximo párrafo)
hay que añadir ahora otros problemas que se producen por la no introducción en los
problemas de optimización resueltos en (9) y (10) de restricciones sobrelos tamaños de
la muestra en los estratos y que son: la posibilidad de que el tamaño ´optimo de mues-
treo en cada estrato no sea entero, sea negativo o sea superior al tamaño del estrato. Las
recomendaciones habituales son las siguientes: si el tamaño óptimo de muestreo supera
al tamaño del estrato, muestrear estos estratos totalmente y distribuir las restantes ob-
servaciones entre los otros estratos, y si el tamaño óptimo es negativono seleccionar
ningún elemento de estos estratos, modificar la ecuación de coste y obtener los nuevos
óptimos.

En la práctica, se suelen emplear las siguientes 5 aproximaciones de la fórmula (11)
para evitar el problema que supone desconocerS2yi, i = 1; 2; : : : ;K:

(i) Asignación proporcional al total poblacional (que presenta problemas prácticos
similares a (11) puesto que los totales de cada estrato son cantidades asimismo
desconocidas) mi = n PMij=1 yijPKi=1PMij=1 yij :(12)

(ii) Asignación proporcional al tamaño (que aplicábamos en (2) para establecer la
comparación entre los muestreos srswor y stsrswor):
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mi = nMiN :(13)

(iii) x-«óptima» asignación (conx una caracterı́stica auxiliar que proporciona infor-
mación acerca dey): mi = n MiSxiPKi=1MiSxi :(14)

(iv) Asignación proporcional a la raı́z de las medias en cada estrato de una carac-
terı́stica auxiliar: mi = n MipxiPKi=1Mipxi :(15)

(v) Asignación proporcional al total de lasx (con x una caracterı́stica auxiliar que
proporciona información acerca dey):mi = n PMij=1 xijPKi=1PMij=1 xij :(16)

La aplicación de las asignaciones (12) a (16) produce obviamente una pérdida en la
precisión de las inferencias (en términos de la varianza) respecto a la aplicaci´on de (11).
Estas pérdidas de eficiencia dependerán en los casos (14) a (16) de la correlaci´on entre
la caracterı́sticay en estudio y la caracterı́stica auxiliarx (de valores conocidos para
todos los elementos de la población) y en general de cuan buena sea la aproximación
deSyi porSxi,pxi o xi, i = 1; 2; : : : ;K respectivamente. En el caso de la asignación
proporcional (13) (la aproximación más empleada, porque no requiere conocer una
caracterı́stica auxiliar), Hendayat and Sinha(1991) obtienen la siguiente expresión:Vstsrswor,(13)(ys)� Vstsrswor,(11)( Ki=1MiysiN ) = 1nN PKi=1Mi(Syi � Ki=1MiSyiN )2;(17)

de la que se deduce que las diferencias de eficiencia entre las asignaciones de Newman
y proporcionales pueden ser considerables, en especial si las varianzas dentro de cada
estrato son muy diferentes entre sı́.
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3.2.3. Tamãnoóptimo de una muestra clsrswor

La literatura no presenta muchos resultados en este campo y propone aplicar bajo la
hipótesis de un coste cero para el muestreo dentro de las unidades los resultados que se
presentaron en el apartado dedicado al tamaño para un muestreo srswor. Cochran(1977)
para muestreos clsrswor con todos los clusters del mismo tamañoM propone una so-
lución al problema de minimizar la varianza para un coste fijo con funciónde costesC(k) = c1Mk + c2pk.

3.2.4. Tamãnoóptimo de una muestra 2ssrswor

Para presentar los resultados distinguiremos entre dos situaciones:� Todas las unidades tienen el mismo número de elementos:Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K
y mi = m parai 2 s0.� No todas las unidades tienen el mismo número de elementos.

Suponiendo que todas las unidades son del mismo tamaño, Cochran(1977) estudia el
problema de minimizar la varianza para un coste dado, con función de costeslineal de
la forma:C(m; k) = c1k+ c2km y propone como método para obtener los tamañosm
y k óptimos el siguiente algoritmo sugerido por Eisenhart (ver Cameron(1951)).

Algoritmo (18). Dadosa = c1S2yw y b = c2M (S2yb � S2yw):
(i) Si b > 0 y

pab �M , tomar el enterol que cumplal �pab � l + 1 y entonces:�
si ab � l(l + 1) tomarm = l
en otro caso tomarm = l + 1

(ii) Si b � 0 ó
pab > M , tomarm = M .

(iii) Determinadom óptimo, se calculak fijando el coste o la varianza.

Nuevamente, la determinación del tamaño óptimo depende de cantidades desconoci-
das (varianza entre los elementos dentro de las unidades y varianza entre las medias de
las unidades) aunque en este caso los tamaños óptimos son enteros y positivos. He-
dayat and Sinha(1991) se plantean nuevamente el problema de minimizar la varianza
para un coste menor o igual a una cantidad fijada (la función de costes estudiada es
prácticamente la misma, sólo añaden un coste fijo) y sujeta a la restricción2 � m �M
y 2 � k � K presentando un algoritmo alternativo para la obtención de los tamaños
muestrales óptimosm y k.
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En el caso más general, en el que el tamaño de todas las unidades no es el mismo, Co-
chran(1977) asumiendo la función de costesC(m; k) = c1k + c2km dondem = nk
y considerando una fracción de submuestreo constante para todas las unidades mues-
treadas (miMi = mKN , i 2 s0) propone aplicar el algoritmo (18) reemplazandom porm y tomandoa = c1PKi=1MiS2yiN y b = c2(K2PKi=1M2i (yi�y)2N2(K�1) � KPKi=1MiS2yiN2 ). La
solución obtenidam sirve para obtener los tamaños óptimosmi, i 2 s0 aplicando que
la fracción de submuestreo es constante para todas las unidades muestreadas.

Otra alternativa propuesta por Hansen, Hurwitz and Madow(1953) para la misma fun-
ción de coste consiste en tomar, parai 2 s0:mi = MiKNsc1c2 1�RyRy ;(19)

y calculark fijando el costo o la varianza. (La expresión (19) es asimismo aplicable
cuando todas las unidades tiene el mismo tamaño.)

Otras referencias adicionales de interés son: Cochran(1977), Konijn(1973) y Hansen,
Hurwitz and Madow(1953) con funciones de coste alternativas y/o análisis de otros
procedimientos de muestreo en dos etapas.

3.3. Técnicas de estratificacíon de una poblacíon

Desde un punto de vista de población fija, el muestreo stsrswor permite obtener mejores
inferencias que los muestreos srswor y clsrswor, y sobre todo cuando además tomamos
la muestra de acuerdo con un esquema de asignación óptima. Esta propiedadmotiva
la búsqueda de procedimientos para dividir los elementos de la población en unidades
(cuando la población no está dividida de forma natural) o incluso estratificar a posteriori
la población de modo que se puedan aprovechar las ganancias en eficiencia del muestreo
stsrswor frente al srswor o mejorar los resultados de un muestreo clsrswor. Trataremos
en este apartado de dos cuestiones: cómo construir los estratos y el número de estratos.

La idea más sencilla para construirK estratos con el objetivo de mejorar nuestras esti-
maciones consiste en establecer una partición en estratos, de modo que las diferenciasMiS2iy entre los estratos que construyamos no sean muy grandes, de esta manera cuan-
do realicemos el muestreo de los mismos con asignación proporcional al tama˜no (por
ejemplo), las pérdidas de eficiencia respecto a la asignación de Neyman (ver expresión
(17)) serán menores y, en consecuencia, nuestra estimación será mejor. Som(1973)
considera tres procedimientos para reducir las diferenciasMiS2iy entre estratos:� La regla de Dalenius and Gurney(1951) de construir estratos con valores deMiS2iy

aproximadamente iguales.
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� La regla de Ekman(1959) de construir estratos con valores deMirgi aproxima-
damente iguales, con rgi el rango de la caracterı́stica en estudio en el estratoi,i = 1; 2; : : : ;K.� Y la regla de Mahalanobis, Hansen, Hurwitz y Madow de construir estratos con
valores deMiyi aproximadamente iguales.

Otra posibilidad consiste en hacer una estratificación de la población demodo que la va-
rianza del estimador para la asignación de Pearson (ver (11)) sea directamentepeque-
ña. Si representamos porf(y) a una función de frecuencia sobre la caracterı́stica en
estudio y suponemos ordenada la población de acuerdo con esta caracterı́stica,una ma-
nera de construir los estratos atendiendo a esta idea consistirı́a en determinar los lı́mites

intermedios[y0i�1; y0i [ de modo que se minimizaraVstsrswor,(11)(PMii=1MiysiN ) 'PKi=1 !2i �2imi con!i = R y0iy0i�1 f(y)dy y �2i = 1!i R y0iy0i�1 y2f(y)dy � [ 1!i R y0iy0i�1 yf(y)dy]2.
Dalenius and Hodges(1959) plantean el problema en estos términos y proponen calcu-
lar la cumulativa de

pf(y) y tomar los lı́mites intermedios de forma que los intervalos
sean aproximadamente iguales en la escala cum

pf(y). (La idea de emplear la cumula-
tiva
pf(y) y estos lı́mites se apoya en la hipótesis de que si los estratos son numerosos

y de rango pequeño,f(y) dentro del estrato es aproximadamente constante.) Otros
trabajos en esta lı́nea (aunque en estos casos se propone muestrear un únicoelemen-
to por estrato) consisten en la aplicación de los algoritmos de Kossack andShiledar
Baxi(1971) y sus modificaciones en Shiledar Baxi(1982,95).

Al enunciar los criterios de estratificación anteriores nos hemos apoyado en los valo-
res de la caracterı́stica en estudio, esta hipótesis no es realista ya que noconocemos la
totalidad del vector poblacional. En la práctica estos métodos se aplican sobre una ca-
racterı́stica auxiliarxi, i = 1; 2; : : : ; N y, obviamente, la eficiencia en la construcción
depende de la correlación entre la caracterı́stica en estudio y la auxiliar.

Los procedimientos anteriores se apoyan en construir un número dado,K de estratos.
En principio, un aumento deK supondrá (basándonos en un mecanismo de construc-
ción bueno) estratos internamente más homogéneos en sı́ y más hetereogéneos entre
sı́ y por tanto apoyándonos en (3) y (17) mayores ganancias de precisión.En esta di-
rección, Cochran(1977) apoyándose en una construcción de estratos basada en la regla
de Dalenius and Hodges(1959) y suponiendo una distribuciónf(y) dentro del estrato
aproximadamente constante, obtiene la siguiente relación:Vstsrswor(PMii=1MiysiN ) ' Vsrswor(ys)K2 ;(20)

de modo que la varianza estratificada es inversamente proporcional al cuadrado del
número de estratos. Por otra parte, hay razones a favor de unK no muy alto, ası́ cuan-
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do para la construcción de los estratos se emplea una caracterı́stica auxiliar (que es lo
habitual en la práctica) existe un tamañoK 0 a partir del cual no es posible reducir la
varianza por estratificación (este tamaño tope se debe a la varianza de la caracterı́stica
en estudio no explicable por la caracterı́stica auxiliar). Otro motivo es elcoste, mayor
número de estratos supone mayores costes por trabajos extra en planificaci´on y cálculo,
y estos costes adicionales pueden no justificar las reducciones consiguientes (sise pro-
ducen) de la varianza.

4. APORTACIONES AL DISE ÑO DESDE LA PERSPECTIVA DE MODELOS
DE SUPERPOBLACIÓN CLÁSICOS

Las aportaciones desde la perspectiva de modelos de superpoblación se apoyan en con-
siderar que la caracterı́stica en estudioyi es realización de una variable aleatoriaYi,i = 1; 2; : : : ; N que se distribuye según un determinado modelo probabilı́stico. Desde
el punto de vista del diseño podemos señalar dos grupos de motivaciones para introdu-
cir esta nueva fuente de aleatoriedad. Desde la perspectiva de población fija, la intro-
ducción del modelo de superpoblación permite la obtención de estrategias óptimas de
diseño definidas, como aquellas que se obtienen minimizando el valor esperado respec-
to al modelo del error cuadrático medio respecto al diseño (minimizar (sección 2,4)),
dentro de la clase de estimadores insesgados respecto al mecanismo de muestreo (ver
expresión (sección 2,1)). Y permite valorar en presencia de información auxiliar en for-
ma de una covariablexi, i = 1; 2; : : : ; N conocida, la eficiencia de los estimadores de
razón o regresión frente al estimador media, y la eficiencia de las aproximaciones a los
tamaños óptimos de la muestra y de construcción de estratos basadosen la información
proporcionada por esta covariable. Por otra parte, desde una perspectiva predictiva,
otro grupo importante de autores defienden que el conocimiento del estadı́stico sobre
las caracterı́sticas de la población en estudio le permite argumentar que la población fi-
nita es la realización hoy de un determinado modelo de superpoblación o larealización
de un modelo que describe un mecanismo o proceso en el mundo real; afirman que el
modelo asumido constituye la fuente de aleatoriedad más importante ya que describe
la población y definen como estimador óptimo (estimador óptimo desdela perspectiva
predictiva) a aquel que minimiza el error cuadrático respecto al modelo (minimiza (sec-
ción 2,5)) dentro de la clase de estimadores insesgados respecto al modelo (ver sección
2,3). (Notemos que, para un muestreo no informativo es equivalente minimizar (sección
2,4) o (sección 2,5) para una clase dada de estimadores.)

Las diferencias conceptuales entre los defensores de cada una de estas perspectivas son
importantes. De una manera resumida, los argumentos esgrimidos por laperspectiva
población fija-modelo de superpoblación son que al realizar el análisis, la población
está fijada, no es resultado de un proceso aleatorio y en consecuencia la fuente deale-
atoriedad está en el mecanismo de selección de los elementos de las muestras sobre
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los que vamos a basar nuestra estimación, y que la estimación predictivaestá sujeta a
mayores sesgos en la estimación y mayores errores por especificación incorrecta del
modelo. Los argumentos respuesta de los autores predictivos son que el modelo de
superpoblación tiene las mismas caracterı́sticas de objetividad y de interpretación en
términos de frecuencias que los modelos considerados de forma habitual enlos trabajos
estadı́sticos en poblaciones infinitas, que la circunstancia de que las observaciones de la
población finita ya estén realizadas aunque siguen siendo desconocidas para nosotros,
no convierte en menos apropiada la aplicación del modelo de superpoblaciónque si
hubieramos considerado el mismo modelo pero antes de que la población finita fuera
realizada, y la realización de estudios sobre estimadores robustos frente aerrores en la
especificación del modelo.

En esta sección distinguiremos entre las aportaciones respecto al diseño realizadas des-
de las dos perspectivas anteriores: aportaciones desde la metodologı́a población fija-
superpoblación y desde la perspectiva predictiva, y nos apoyaremos en los siguientes
dos modelos:� Modelo Clásico Base(C1(�0; �1; v(xi); �)):Yi = �0 + �1xi +Ei; i = 1; 2; : : : ; N;

dondeEi, i = 1; 2; : : : ; N es un error aleatorio tal que:Em(Ei) = 0 Cm(Ei; Ej) = � �2v(xi) si i = j��2pv(xi)pv(xj) si i 6= j
con�0, �1, �2 > 0 y � constantes desconocidas yv(:) una función dexi conocida
con imagen en los reales positivos; también asumimos quexi > 0, i = 1; 2; : : : ; N .� Modelo Clásico Estratificado(C2(�0i; �1i; v(xij ); �i)):Yij = �0i + �1ixij +Eij ; j = 1; 2; : : : ;Mi; i = 1; 2; : : : ;K;
dondeEij , j = 1; 2; : : : ;Mi, i = 1; 2; : : : ;K es un error aleatorio tal que:Em(Eij) = 0 Cm(Eij ; Ei�j�) = 8<: �2i v(xij ) si i = i�; j = j��i�2ipv(xij)pv(xij� ) si i = i�; j 6= j�0 si i 6= i� ;
con �0i, �1i, �2i > 0 y �i, i = 1; 2; : : : ;K, constantes desconocidas yv(:) una
función dexij conocida con imagen en los reales positivos; también asumimos quexij > 0, j = 1; 2; : : : ;Mi, i = 1; 2; : : : ;K.
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4.1. Aportaciones poblacíon fija-modelo de superpoblacíon

4.1.1. Estrategiaśoptimas que se apoyan en el modelo clásico base

Cassel, Särndal and Wretman(1976,77) demuestran la optimalidad de la estrategia(ys; srswor) para el modelo C1(0; �; v(xi) = 1; �) sin caracterı́sticas auxiliares (xi =1, i = 1; 2; : : : ; N ) entre los muestreos ppswor con probabilidades de inclusión estric-
tamente positivas y estimadores lineales e insesgados respecto al muestreo.

Para poblaciones finitas en las que disponemos de información auxiliar en forma de
una covariable, Godambe and Joshi(1965) obtienen la optimalidad de la estrategia(byHT ; ppswor) con�i = npviPNi=1pvi para el modelo C1(0; �1; v(xi) = vi; 0) con va-

riables error independientes entre los muestreos ppswor con probabilidades de inclu-
sión estrictamente positivas y estimadores de la formaby = nN ys + N�nN byu con byu
un estimador deY u insesgado respecto al procedimiento de muestreo. Debemos citar
también los trabajos anteriores de Godambe(1955) y Hájek(1959) en los que se obtenı́a
la optimalidad de esta misma estrategia para el modelo C1(0; �1; v(xi) = x2i ; 0) mi-
nimizandoEpVm(by) entre los estimadores lineales y homegéneos insesgados respecto
al procedimiento de muestreo (también sin reemplazamiento y con probabilidades de
inclusión estrictamente positivas) y que fueran además insesgados respecto al modelo
(se minimizaba ası́ (sección 2,4) entre los estimadores que cumplı́an (sección 2,1) y
(sección 2,3)). (Hájek(1959) obtiene este resultado como caso particularde un teore-
ma en el que considerando un modelo más general que el modelo clásico base prueba
que la estrategia(byHT ; ppswor) con�i / pVm(Yi)=pci, i = 1; 2; : : : ; N minimi-
zaEpVm(by) entre los estimadores lineales y homegéneos insesgados respecto al pro-
cedimiento de muestreo y los procedimientos de muestreo sin reemplazamiento que
cumplen queC =PNi=1 ci�i.)
Si revisamos estos tres resultados observamos que la estrategia óptima de muestreo con-
siste en un muestreo ppswor con�i /pVm(Yi), i = 1; 2; : : : ; N . Este último resulta-
do se obtiene también para los modelos de transformación e intercambiables estudiados
por Cassel, Särndal and Wretman(1976,77), el modelo de regresión no independiente
con coeficientes de regresión conocidos de Tam(1984), el modelo de Mukherjee and
Sengupta(1989) y el modelo de permutación aleatoria de Rao(1975).

4.1.2. Estrategiaśoptimas que se apoyan en el modelo clásico estratificado

En poblaciones estratificadas, Cassel, Wretman and Särndal(1977) obtienen, para el
modelo C2(0; �i; v(xij ) = 1; 0) sin caracterı́sticas auxiliares (xij = 1, j = 1; 2; : : : ;Mi, i = 1; 2; : : : ;K), la optimalidad de la estrategia(byHT ; ppswor) con �ij =Pr((i; j) 2 s) = n�iPKi=1Mi�i entre los muestreos ppswor con probabilidades de inclu-

sión estrictamente positivas y estimadores lineales e insesgados respecto almuestreo.
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Observemos que el muestreo stsrswor con asignación de Neyman (ver (sección 3,11))
satisface las condiciones anteriores, y que la estrategia de muestreo óptima vuelve a ser
un muestreo ppswor con�ij / pVm(Yij), j = 1; 2; : : : ;Mi, i = 1; 2; : : : ;K. Se
pueden obtener resultados similares respecto a la estrategia óptima de muestreo para
modelos intercambiables (ver Thompson(1978)), modelos de transformación (ver Cas-
sel, Särndal and Wretman(1976,77)) y para modelos de permutación aleatoria (ver Rao
and Bellhouse(1978)).

Los modelos de superpoblación se han aplicado también cuando tenemos una carac-
terı́stica auxiliar asociada a la caracterı́stica en estudio para:� Valorar la utilidad que puede obtenerse al aplicar esta información auxiliar en la

construcción del estimador o en la estratificación de una población. Destacaren esta
lı́nea de investigación el trabajo de Särndal, Swensson and Wretman(1992).� Valorar comparativamente entre dos grupos de estrategias en presencia de informa-
ción auxiliar: las que introducen dicha información en la construccióndel estimador
pero no en el mecanismo de muestreo y las que la introducen en el estimador y
también en el mecanismo de muestreo aplicado. En relación a esta lı́nea de inves-
tigación podemos citar el análisis presentado en el manual de Cassel, Särndal and
Wretman(1977) y en el artı́culo de Mukhopadhyay and Tracy(1993), y los artı́culos
de Särndal(1980) y Padmawar(1981), entre otros.

4.2. Aportaciones predictivas

4.2.1. Estrategias predictivas basadas en el modelo clásico b́asico

Cassel, Särndal and Wretman(1977), comprueban la optimalidad deys para el modelo
C1(0; �; v(xi) = 1; �) sin caracterı́sticas auxiliares (xi = 1, i = 1; 2; : : : ; N ) entre los
estimadores lineales e insesgados.

Para poblaciones finitas en las que se dispone de información adicional en forma de una
covariable, Brewer(1963) y Royall(1970) considerando el modelo C1(0; �1; v(xi); 0)
con variables error independientes proponen el estimador:byb1 = nN ys + N � nN b�1xu;(1)

dondeb�1 = Pi2s xiyiv(xi)Pi2s x2iv(xi) ; demostrando su optimalidad para el modelo anterior entre los

estimadores lineales e insesgados. En este mismo trabajo, Royall(1970) propone la
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estrategia óptima de muestreo demostrando que siv(xi) y v(xi)x2i son funciones no de-
crecientes la estrategia de muestreo óptima consiste en un muestreo intencionado en el
que se seleccionan con probabilidad 1 losn ı́ndices distintos de la población con valor
de la caracterı́stica auxiliar más alto. En otro trabajo, Royall(1971) asumiendo el mo-
delo C1(�0; �1; v(xi) = 1; 0) con variables error independientes probó la optimalidad
del estimador de regresión: byb2 = ys + b�2(x� xs);(2)

con b�2 = Pi2s (xi�xs)yiPi2s (xi�xs)2 ; en la clase de los estimadores lineales e insesgados. Demos-

trando además que la estrategia óptima de muestreo consiste en seleccionaruna muestra
balanceada de orden 1 (ver (3)).

El procedimiento de muestreo intencionado propuesto por Royall(1970)basa su opti-
malidad en el modelo C1(0; �1; v(xi); 0) con variables error independientes y en princi-
pio, si el vector poblacional no fuera realización de este modelo de superpoblación exac-
tamente, los resultados podrı́an presentar sesgos considerables (crı́ticas de Cox(1971)
y Neyman(1971) a los trabajos de Royall(1970,71)). Como respuestaa esta crı́tica el
artı́culo de Royall and Herson(1973a) estudia la robustez de los estimadoresbyb1 (expre-
sión (1)) ebyb2 (expresión (2)). Definiendo el concepto de muestra balanceada de ordenL, como aquella muestra que cumple la ecuación:Pi2s xlin = PNi=1 xliN ; l = 1; 2; : : : ; L;(3)

estos autores obtienen los siguientes resultados sobre la robustez de los estimadores de
regresión propuestos:

(i) Si la muestra cumple (3) paraL = 1, el estimadorbyb1 parav(xi) = xi permanece
insesgado y óptimo bajo los modelos: C1(�; 0; v(xi) = 1; 0), C1(�0; �1; v(xi)= 1; 0) y C1(�0; �1; v(xi) = xi; 0) todos ellos con variables error independientes.

(ii) Si la muestra cumple (3), el estimadorbyb1 parav(xi) = xi permanece insesgado y
óptimo para modelos de regresión polinómica de ordenL (o inferior) con residuosEi independientes tales queVm(Ei) = �2p(xi), i = 1; 2; : : : ; N con p(x) un
polinomio dex de grado L (o inferior) que no puede contener potencias dex que
no aparezcan en la regresión polinómica.

(iii) Si el procedimiento de muestreo (no necesariamente aleatorio) produce muestras
balanceadas, el estimadorbyb1 es óptimo para los modelos indicados en (i), (ii) y
para el modelo C1(0; �1; v(xi) = xi; 0) con variables error independientes. Pero
esta robustez tiene un coste de eficiencia (el mismo para cualquierL � 1) cuando
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el modelo correcto es C1(0; �1; v(xi) = xi; 0), debido a que el procedimiento de
muestreo aplicado no es el óptimo (ver párrafos anteriores para ver el muestreo
intencionado óptimo).

(iv) Si la muestra cumple (3), el estimadorbyb2 permanece insesgado y óptimo pa-
ra todos los modelos de regresión polinomiales descritos en el epı́grafe (ii), con
la caracterı́stica de que esta robustez no supone en este caso costes en eficiencia
cuando el modelo correcto para la población es el modelo C1(�0; �1; v(xi) = 1; 0)
con variables error independientes.

Debemos señalar que la obtención práctica de muestras balanceadas no es sencilla y
que el cumplimiento de la relación (3) es en la práctica muy difı́cil de conseguir. Ro-
yall(1992) propone el uso de procedimientos aleatorios restringidoscomo protección
ante muestras poco balanceadas (no como protección de una mala elección de modelo)
que garanticen que la muestra sea balanceada. Un ejemplo de estos procedimientosde
muestreo es el«basket method» de Wallenius(1980).

4.2.2. Una t́ecnica predictiva de estratificación

Royall and Herson (1973b), considerando que la población está modelizada correcta-
mente de acuerdo con el modelo C1(0; �1; v(xi) = xi; 0) con variables error inde-
pendientes, proponen un procedimiento de estratificación y una estrategiaconjunta de
estimador y mecanismo de muestreo estratificado que son más eficientes que la estrate-
gia de estimadorbyb1 conv(xi) = xi y muestra balanceada (ver (3)) que comentábamos
en la subsección 4.2.1. La propuesta de Royall and Herson también tienela propiedad
de robustez ante desviaciones polinómicas del modelo. Sin entrar en detallessobre la
forma del estimador, el procedimiento de estratificación y muestreo óptimo se obtienen
a partir de las siguientes reglas:

(i) Los estratos se construyen en función de los valores de la caracterı́stica auxiliarxi,i = 1; 2; : : : ; N ordenando los elementos de la población de menor a mayor valor
de la covariable y formando los estratos con losM1 primeros elementos, losM2
elementos siguientes y ası́ sucesivamente hasta formar el K-ésimo estrato conlosMK últimos elementos.

(ii) La muestra se obtiene mediante un muestreo estratificado (se muestreantodos los
estratos) seleccionando (por un procedimiento de muestreo aleatorio o intenciona-
do) en cada estrato una muestra balanceada demi elementos distintos.

(iii) Bajo el criterio de minimizar el error cuadrático del estimador respecto almodelo
para un costeC = c0 +PKi=1 cimi dado, Royall and Herson(1973b) prueban que
el número óptimo de elementos a seleccionar en cada estratoi, i = 1; 2; : : : ;K,
viene dado por la siguiente expresión:
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mi = n MiqxiciPKi=1Miqxici :(4)

Observemos que esta expresión coincide cuandoci = c, i = 1; 2; : : : ;K con
la asignación proporcional a la raı́z de las medias en cada estrato (ver (secci´on
3,15)) que se propone en los trabajos desde la perspectiva de población fija para
aproximar la asignación óptima de Newman.

4.2.3. Estrategias predictivas basadas en el modelo clásico estratificado

Royall(1976) obtiene para el modelo C2(0; �1i = �; v(xij) = 1; �i) sin caracterı́sticas
auxiliares (xij = 1, j = 1; 2; : : : ;Mi, i = 1; 2; : : : ;K) la expresión del estimador
óptimo paraY entre los estimadores lineales e insesgados respecto al modelo para un
muestreo en dos etapas sin reemplazamiento. En este mismo trabajo se realizan los
siguientes comentarios sobre los tamaños de muestreo óptimos en un muestreo en dos
etapas:

(i) Si �2i = �2 y �i = � > 0 fijadosk y n propone escoger en la primera etapa del
muestreo lask unidades distintas de mayor tamaño.

(ii) Si �2i = �2 y �i = � = 0 fijadosk y n, el tamaño óptimo de muestreo de cada
unidad seleccionada cumple que:mi = ! MinPi2s0 Mi + (1� !)nk ;(5)

con! = Pi2s0 MiN .

(iii) Si �2i = �2 y �i = � = 1 fijadosk y n, el tamaño óptimo de muestreo de cada

unidad seleccionada es aquél que cumple (5) con! = Pi2s0 MiPi2s0 Mi+k(N�Pi2s0 Mi) .
(iv) Si �2i = �2, �i = � = 0 ó 1 yMi = M , i = 1; 2; : : : ;K, si tomamosmi = m,i 2 s0, el tamaño óptimo de muestreo de cada unidad seleccionada es aquel que

cumple para una función de costesC(k;m) = c1k + c2n la siguiente expresión:m = nk =rc1c2 1� �� :(6)
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Observemos que esta expresión coincide con la obtenida por Hansen, Hurwitz and
Madow(1953) para población fija (ver (sección 3,19)) sustituyendoRy por�.

Observemos que los puntos (i), (ii) y (iii) solamente dan respuestas parciales al pro-
blema de tamaño óptimo porque no presentan propuestas para determinarel número
óptimo de unidades a muestreark, el punto (iv), en cambio, proporciona una respues-
ta a este problema más satisfactoria, ya que a partir de (6) y asumiendo un coste fi-
jo C tendrı́amos que el número óptimo de unidades a muestrear serı́ak = C=(c1 +c2p[c1(1� �)]=(c2�)).
5. APORTACIONES AL DISE ÑO DESDE LA PERSPECTIVA DE MODELOS

DE SUPERPOBLACIÓN BAYESIANOS

Las aportaciones Bayesianas que presentaremos a continuación se basan en asumir un
modelo de superpoblación Bayesiano, desde esta perspectiva la solucióninferencial al
problema de estimarY = nN ys + N�nN Y u consiste en minimizar, dada una muestras
formada conn ı́ndices distintos, el error cuadrático del estimadorby = nN ys + N�nN byu
respecto a la distribución predictiva del vectorYujys. (En las expresiones anteriores
representamos porbyu a un estimador deY u y porYu = (Yi; i 62 s) y ys = (yi; i 2 s)
a los vectores poblacionales no observados y observados dada la muestra respecti-
vamente.) De acuerdo con esta definición, el estimador Bayes se obtiene tomandobyu = E(Y ujys) y el error cuadrático medio cometido viene dado por la expresiónV (Y jys) = (N�n)2N2 V (Y ujys).
Los resultados que presentaremos a continuación se apoyan en los siguientes tres mo-
delos Bayesianos:� Modelo Bayes Base(B1(�0;�2; �20)):Yij� � N(Yij�; �2); indep.; i = 1; 2; : : : ; N;� � N(�0; �20);

con�2 > 0, �20 > 0 y �0 escalares conocidos.� Modelo Bayes Estratificado(B2(�0;�2i ; �20)):Yij j�i � N(Yij j�i; �2i ); indep.; j = 1; 2; : : : ;Mi; i = 1; 2; : : : ;K;�i � N(�0; �20); iid; i = 1; 2; : : : ;K;
con�2i > 0, i = 1; 2; : : : ;K, �20 > 0 y �0 escalares conocidos.
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� Modelo Bayes en Dos Etapas(B3(�0;�2i ; �2�; �20)):Yij j�i � N(Yij j�i; �2i ); indep.; j = 1; 2; : : : ;Mi; i = 1; 2; : : : ;K;�ij� � N(�ij�; �2�); iid; i = 1; 2; : : : ;K;� � N(�0; �20);
con�2i > 0, i = 1; 2; : : : ;K, �2� > 0, �20 > 0 y �0 escalares conocidos.

Las notaciones indep. e iid significan repectivamente independientes e igualmente
distribuidos, y las notaciones B1(�0;�2;1) y B3(�0;�2i ; �2�;1) que aparecerán
más adelante en el texto, representan la distribución inicial de referencia�(�) / 1.

A partir de las definiciones anteriores, observemos que:� En el modelo B1(�0;�2; �20), las variablesYi, i = 1; 2; : : : ; N son intercambiables.� En el modelo B2(�0;�2i ; �20), las variablesYij , j = 1; 2; : : : ;Mi son intercambia-
bles parai = 1; 2; : : : ;K.� En el modelo B3(�0;�2i ; �2�; �20), las variablesYij j�i, j = 1; 2; : : : ;Mi son inter-
cambiables con medias por unidad,�i, i = 1; 2; : : : ;K asimismo intercambiables.

La intercambiabilidad expresa, desde un punto de vista subjetivo, queno hay informa-
ción sobre la caracterı́stica en estudioyi en el ı́ndicei, i = 1; 2; : : : ; N y por lo tanto
no hay razón para considerar que las inferencias basadas en una muestra de tama˜no fijon (con ı́ndices distintos) son mejores que las basadas en otra muestra distinta también
del mismo tamaño (y también con ı́ndices distintos). Esta noción de intercambiabilidad
ajusta con la idea objetiva de un muestreo srswor, y en consecuencia podemosasociar
al modelo B1(�0;�2; �20) un muestreo srswor, al modelo B2(�0;�2i ; �20) un muestreo
stsrswor y al modelo B3(�0;�2i ; �2�; �20) un muestreo 2ssrswor.

Distinguiremos a continuación entre dos grupos de aportaciones: las relativas a la com-
paración desde una perspectiva Bayes de los muestreos srswor, stsrswory clsrswor, y
las relativas a los tamaños óptimos de muestreo.

5.1. Comparacíon Bayesiana entre los muestreos srswor, stsrswor y clsrswor

Bayarri and Font(1994,98) y Font(1995a) apoyándose en los modelos B1(0;�2;1)
para el modelo srswor y B3(0;��2; (1 � �)�2;1) con0 < � < 1 conocido para un
muestreo 2ssrswor (que tiene como casos particulares parak = K el muestreo stsrswor
y parami = Mi, i 2 s0 el muestreo clsrswor) obtienen los siguientes resultados:
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(i) Si K = k, Mi = M , mi = m, i = 1; 2; : : : ;K, los estimadores Bayes para
los modelos B1(0;�2;1) y B3(0;��2; (1 � �)�2;1) coinciden con la media
muestralys, y además:VB1(srswor)(Y jys)� VB3(stsrswor)(Y jys) = N � nN �2n �:(1)

(ii) Si K < k, Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K y mi = M , i 2 s0, los estimadores Bayes
para los modelos B1(0;�2;1) y B3(0;��2; (1��)�2;1) coinciden con la media
muestralys, y además:VB3(clsrswor)(Y jys)� VB1(srswor)(Y jys) = N � nN �2n (M � 1)�:(2)

Donde� = C(Yij ; Yij� j�), j 6= j�, i = 1; 2; : : : ;K para el modelo B3(0;��2; (1��)�2;1).
Observemos que (1) y (2) coinciden con los resultados aproximados desde la perspec-
tiva de población fija (sección 3,4) y (sección 3,5) respectivamente, sustituyendo� porRy y �2 porS2y (la correlación y varianza del modelo por las poblacionales).

El artı́culo de Bayarri and Font(1998) estudia también la estimación de� = 1� � para
muestreos stsrswor y clsrswor, considerando el modelo B3(�0;��2; (1 � �)�2; �20) y
una distribución sobre� uniforme (0,1).

5.2. Tamãnos Bayes de muestreóoptimos

Murgui(1982) presenta para los modelos B1(�0;�2; �20) y B2(�0;�2i ; �20) los siguientes
resultados sobre tamaño óptimo:

(i) Considerando el modelo B1(�0;�2; �20), se obtiene bajo el criterio de minimizar el
valor esperado respecto a un muestreo srswor de la funciónP (n) = 
V (Y jys) +c0 + c1n la siguiente expresión para el tamaño óptimo:n = �p
pc1 (1 + �2N�20 )� �2�20 ;(3)

que para�20 ! 1 (distribución inicial no informativa) coincide con el tamaño
óptimo desde la perspectiva de población fija para una muestra srswor (ver expre-
sión (sección 3,8)) sustituyendo� porSy.
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(ii) Considerando el modelo B2(�0;�2i ; �20), bajo la hipótesis de minimizarEstsrsworV (Y jys) para un costeC = c0 +PKi=1 cimi obtiene la siguiente ex-
presión para los tamaños de muestreo óptimos para cada estrato:mi = (�2i +Mi�20)�ipci�20 C � c0 +PKi=1 �2i ci�20PKi=1 �3ipci�20 +PKi=1 �iMipci � �2i�20 ;(4)

que para�20 ! 1 (distribución inicial no informativa) coincide con los tamaños
óptimos desde la perspectiva de población fija para un muestreo stsrswor (ver ex-
presión (sección 3,9)) sustituyendo�i porSyi, i = 1; 2; : : : ;K y con la asignación
de Neyman (ver expresión (sección 3,11)) cuandoci = c, i = 1; 2; : : : ;K con la
misma sustitución.

Ericson(1969b) obtiene para un modelo estratificado general intercambiableuna solu-
ción alternativa a (4) (exacta para algunos valores de C y un algoritmo iterativo pa-
ra los restantes valores) para obtener el tamaño óptimo de los estratos que minimizaEpV (Y jys) bajo las restricciones:

PKi=1 cimi � C y 0 � mi �Mi, i = 1; 2; : : : ;K.
Además, en un trabajo posterior, Ericson(1988), considerando un modelo en 2 eta-
pas intercambiable más general que B3(�0;�2i ; �2�; �20) y bajo la hipótesis de unida-
des del mismo tamaño (Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K), resuelve el problema de mini-
mizarE2ssrsworV (Y jys) bajo las restricciones:c1k + c2n � C, 1 � k � K y0 � mi � Mi, i 2 s0. Traduciendo estos últimos resultados a nuestro modelo conMi = M y �2i = �2, i = 1; 2; : : : ;K, podemos escribir el siguiente algoritmo para
determinar el número de unidades y tamaño de las unidades óptimos seg´un este criterio:

Algoritmo (5)

(i) Si �2� � �2M�1 , tomar el enterol que cumplal � Cc1+Mc2 � l + 1 y entonces:�
siC < (l + 1)c1 + (lM + 1)c2 tomark = l
en otro caso tomark = l + 1

Ademásmi = M , i 2 fi1; : : : ; ilg y ml+1 (tamaño de la unidadl+1 a muestrear
si k = l + 1) es un entero tal queml+1 � C�(k+1)c1�kMc2c2 � ml+1 + 1.

(ii) Si �2� > �2M�1 , encontrark y m, conmi = m, i 2 s0 que minimicen la siguiente
expresión: V �(k;m) = (K � k)�2�Kk + (M �m)�2(M � 1)mk :
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La expresiónV �(k;m) tiene la misma forma que la expresión de la varianza para
una muestra 2ssrswor desde la perspectiva de población fija, sustituyendoS2yw porMM�1�2 = E(PKi=1PMj=1 (yij��i)2N�K ) y S2yb porM�2� = E(PKi=1M(�i��)2K�1 ), (con� =PKi=1 �iK ). Esta identificación entre las dos expresiones permite aplicar para minimizarV �(k;m) el algoritmo de Eisenhart (algoritmo (sección 3,18)) tomandoa = c1 MM�1�2
y b = c2(�2� � �2M�1 ). Como observación general a todos estos resultados debidos
a Ericson, conviene recordar que aunque el criterio de estimador óptimo aplicado por
Ericson(1969b,88) consiste en obtener el estimador lineal Bayesiano (el estimador line-
al que minimiza el error cuadrático medio entre los estimadores lineales), éste coincide
bajo la hipótesis de normalidad con el estimador Bayes (el aplicado por los restantes
autores citados).

Murgui(1982) aporta también resultados de tamaño óptimo para unmodelo Bayesiano
normal-gammasin caracterı́sticas auxiliares, un modelo Bayesiano estratificadonormal-
gamma sin caracterı́sticas auxiliares y una aproximación al tamaño óptimopara el mo-
delo B3(�0;�2i ; �2�; �20).
Observemos también que para modelos de regresión lineal (cuando conocemos una
caracterı́stica auxiliar de la población), el procedimiento de muestreo óptimo que mi-
nimizaEpV (Y jys) y los objetivos de robustez respecto al modelo dan lugar a proce-
dimientos de muestreo intencionados y a muestras balanceadas Bayesianas respectiva-
mente (ver Murgui(1982)). En general, a partir de los resultados basados en modelos
de superpoblación Bayesianos y considerando distribuciones iniciales dereferencia, se
recuperan los resultados clásicos predictivos sobre estimación y diseño.

6. CONCLUSIONES Y REFERENCIAS ADICIONALES SOBRE OTRAS
APORTACIONES AL DISE ÑO EN POBLACIONES FINITAS

Las metodologı́as basadas en población fija y en modelos de superpoblaciónclásicos
y Bayesianos obtienen, en ausencia de caracterı́sticas auxiliares, resultados de diseño
muy «similares». Si revisamos esta exposición observamos que las únicas diferencias
entre los resultados de población fija y de superpoblación clásicos surgen de tomar la
varianzas respecto al modelo en vez de las varianzas poblacionales y entre los resultados
de superpoblación clásicos y Bayesianos en la presencia en estos últimos de parámetros
de la distribución inicial que modifican levemente los resultados. Encambio, la coinci-
dencia entre los resultados basados en las dos aproximaciones al problema se«rompe»
al introducir en la inferencia la información derivada de una caracterı́stica auxiliar, de-
fendiendo la primera un muestreo aleatorio y la segunda un muestreo intencionado.
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Se ofrecen a continuación, precedidas por un tı́tulo orientativo de su contenido, algunas
referencias adicionales sobre aportaciones no analizadas en este trabajo en referencia al
diseño en poblaciones finitas:� La solución minimax a los problemas de tamãno óptimo. Consultar Solomon and

Zacks(1970), Bellhouse(84), Chaudhuri(1988) y Bolfarine y Zacks(1991).� La aplicación del disẽno experimental a los problemas de muestreo en poblacio-
nes finitas. Ver, por ejemplo, Rao(1979) que presenta un resumen con referencias
sobre las aplicaciones más extendidas y dentro de las aportaciones a muestreo con-
trolado, los artı́culos de Chakrabarti(1963), Srivastava and Collins(1985) y Srivasta-
va and Ouyang(1992).� Aportaciones al disẽno multiobjetivo. Ver Malec(1995).� Obtención de estrategiaśoptimas asint́oticas. Ver Bellhouse(1984) y Bolfarine
and Zacks(1992).� Aportaciones al disẽno con más de una caracterı́stica auxiliar.Ver, por ejemplo,
Rao(1993) en población fija, Royall and Pfeffermann(1982), Royall(1992b), Bol-
farine and Zacks(1992) y Tam(1995) desde la perspectiva predictiva, y Draper and
Guttman(1968b) desde la perspectiva Bayesiana para un muestreo en dos fases.� Procedimientos de muestreo en dos fases y secuencialesóptimos. Consultar los
manuales clásicos de población fija (por ejemplo Cochran(1977)) y desde un punto
de vista Bayesiano, Zacks(1969) para la aproximación teórica al problema y De-
Groot and Starr(1969) y Draper and Guttman(1968a,b) en un trabajo aplicadoa la
estimación de las medias poblacionales de una población finita.� Inferencias sobre la media poblacional a partir de una muestra obtenida a par-
tir de una ruta aleatoria. Ver: Kish(1965) desde la aproximación de población fija,
y Font(1995a) y Bayarri and Font(1996) desde la aproximación Bayes.
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[27] Godambe, V.P.(1955).«A unified theory of sampling from finite population». J.
Roy. Statist. Soc. (Ser. B), 17, 269-278.

[28] Godambe, V.P.(1992).«Survey Sampling - as I understand it». Current issues in
statistical inference. Essays in honor of D. Basu. Ed. M. Ghosh and P.K. Pathak,
17, 187-195.

[29] Godambe, V.P.andJoshi, V.M. (1965). «Admissibility and Bayes estimation in
sampling finite population I». Ann. Math. Statist., 36, 1707-1722.
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Časopis P̌est. Mat., 84, 387-423.

[31] Hansen, M.H., Hurwitz, W.N. andMadow, W.G. (1953).Sample survey methods
and theory. Vol. I and II. John Wiley and Sons. New York.

[32] Hedayat, A.S.andSinha, B.K. (1991). Design and inference in finite population
sampling. John Wiley and Sons. New York.

32



[33] Joshi, V.M. (1965).«Admissibility and Bayes estimation in sampling finite popu-
lation II, III». Ann. Math. Statist., 36, 1723-1742.

[34] Joshi, V.M. (1967). «Confidence intervals for the mean of a finite population».
Ann. Math. Statist., 38, 1180-1207.

[35] Kish, L. (1965).Survey Sampling. John Wiley and Sons. New York.

[36] Konijn, H.S. (1973).Statistical theory of sample survey design and analysis. North
Holland. Amsterdam.

[37] Kossack, C.F.andShiledar Baxi, H.R. (1971).«On designing of a unit-stratified
survey design for discrete set of observations». Internat. Statist. Rev., 39, 46-56.

[38] Lanke, J. (1975). Some contributions to the theory of survey sampling. Ph. D.
thesis. University of Lund.

[39] Malec, D.(1995).«Selecting multiple-objective fixed-cost sample designs using an
admissibility criterion». Journal of statistical planning and inference, 48, 229-240.

[40] Mukherjee, R. andSengupta, S.(1989). «Optimal estimation of a finite popula-
tion total under a general correlated model». Biometrika, 76, 789-794.

[41] Mukhopadhyay, P.andTracy, D.S.(1993).«Some inferential aspects in sampling
finite populations under a fixed population set up: a review». Journal of Applied
Statistical Science, 1, 95-123.

[42] Murgui, J.S. (1982). Diseño e inferencia en poblaciones finitas: modelos de su-
perpoblacíon. Tesis doctoral. Universitat de València.
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[50] Reddy, V.N.andRao, T.J.(1977).«Modified PPS method of estimation». Sankhȳa
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Design is an important and applied area in finite populations. This article
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The contents of each section are described in this summary.
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Section 2: Basic concepts and notation. We review the more basic concepts and defi-
nitions, and stablish the usual notation.

Section 3: Contributions based on fixed population approach. A review of the more
known results in this approximation is presented including samplingdesigns, optimum
size and stratification procedures. We point out the following resultsfor later compara-
tive reference in this summary:

(i) Earnings from stratification:Vsrswor(ys)� Vstratification(ys) ' N � nN S2yn Ry:(1)

[Hansen et al(1953)]

(ii) Loses from cluster:Vcluster(ys)� Vsrswor(ys) ' N � nN S2yn (M � 1)Ry:(2)

[Cochran(1977)]

(iii) Random sampling optimum size:n = S2yp
pc1 :(3)

[Cochran(1977)]

(iv) Stratification optimum size:mi = n MiSyiPKi=1MiSyi :(4)

[Neyman(1934)]

(v) Two-stage sampling optimum size:mi = MiKNsc1c2 1�RyRy ;(5)

[Hansen et al(1953)]
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Section 4:Contributions based on classical superpopulation models. In this section we
distinguish between contibutions based on design-unbiased estimationapproach and on
predictive approach. Point out:

(i) The agreement assuming a superpopulation model without auxiliary variable in-
formation with results in the fixed population approach. By example, Cassel et
al(1977) with a design-unbiased estimation show the optimality of stratification
with Neyman’s assignment (see (4)). And Royall(1976) for the model:Yij = �+Eij ; E(Eij) = 0; C(Eij ; Ei�j�) = � �2 i = i�; j = j�0 otherwise

gets the following two-stage sampling optimum size withMi = M andmi = m:m = nk =rc1c2 1� �� :(6)

Compare (6) with (5).

(ii) The disagreement assuming a superpopulation model with auxiliaryvariable in-
formation with the results based on the fixed population approach about optimum
sampling design. So, Royall(1970, 71) and Royall and Heston(1973a,b) showed
that the optimal sampling is a purposive design.

Section 5: Contributions based on Bayesian superpopulation models. We review two
groups of contributions:

(i) The results of Bayarri and Font(1994) and Font(1995a) based on a Bayesian model
without auxiliary variable information showing withMi = M andmi = m that:Vsrswor(Y jys)� Vstratification(Y jys) = N � nN �2n �;(7)

and Vcluster(Y jys)� Vsrswor(Y jys) = N � nN �2n (M � 1)�:(8)

Compare (7) with (1), and (8) with (2).

(ii) The results about optimum size. Emphasize the results of Murgui(1982) and Eric-
son(1969b, 88). Point out the agreement assuming models without auxiliary va-
riable information with optimum size results in fixed populations too, by example:
Murgui(1982) shows for a random sampling plan that:n = �p
pc1 (1 + �2N�20 )� �2�20 ;(9)
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and for a stratified sampling plan that:mi = (�2i +Mi�20)�ipci�20 C � c0 +PKi=1 �2i ci�20PKi=1 �3ipci�20 +PKi=1 �iMipci � �2i�20 :(10)

Compare (9) with (3), and (10) with (4) for�20 ! 1 (noninformative distribu-
tion) andci = c. And the disagreement assuming models with auxiliary variable
information with the results based on fixed population approach.

Section 6: Conclusions and additional references. This section gives a main con-
clusion: «agreement between the three approachs when there aren’t auxiliary variable
information and disagreement in the otherwise», and additional references about ot-
her approximations to the design problems: minimax sampling designs, experimental
designs, random routes, etc.
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