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1. INTRODUCCION

La obtencion de informacion a través de encuestas de la poblaci@cesmvertido en

una practica frecuente en la investigacion de entidades publicas y priyaeldsman-

dan respuestas a preguntas tan basicas como: ¢cual es el método mas apaopiado p
obtener la muestra?, ¢ cual es el tamafio apropiado de la muestra?, ¢,como dedro anal
los datos obtenidos? Los que estudiamos poblaciones finitas sabenas mspues-

tas a estas preguntas no son Unicas y universales, y ademas dependen gedayzers

de analisis aplicada. Al escribir este articulo se ha pensado que eradntpaealizar

un esfuerzo en recoger y analizar las respuestas que da la literatura a estampregun
de disefio desde las distintas perspectivas. De este modo, el lectorentakzpdo
obtendra con este trabajo una visidn conjunta sobre las distegpsastas de la litera-
tura a sus preguntas sobre disefo, y el lector especializado tendréfergacia en la

que se analizan conjuntamente los resultados sobre disefio desdetaagiperspec-
tivas, con la particularidad afadida de permitir el estudio por sepaedadh grupo

de aportaciones por el caracter autocontenido de las secciones sobre aportasdees d
las perspectivas de poblacion fija, modelos de superpoblacion clasicodelan de
superpoblacion Bayesianos.

Resumiendo y concretando, este articulo realiza una revision de &uliiclasica y
reciente sobre disefio en poblaciones finitas desde las perspectivasateguofii, y
modelos de superpoblacion desde las perspectivas clasica y Bayesiana. Etoconcr

se revisan las aportaciones en relacion a como seleccionar la muestra, esgafed

optimo de unidades y elementos a muestrear en un muestreo en dos etapas, técnicas
para estratificacion de una poblacion, etc., sefialando las hipotesigasien cada

caso desde las distintas perspectivas. Otros articulos de revifitmnlas diferentes
aportaciones al disefio y estimacion son: Zacks(1970), Rao(1979)hpBst(1984).

Debemos indicar que en este articulo no se pretende realizar una re@damapor-
taciones realizadas en el terreno de obtener el estimador 6ptimo para un musstreo d
0 para un grupo de procedimientos de muestreo (aunque se indiqueneafenemcia
algunos resultados), y por lo tanto que la exposicion no se ceemdeaforma de los
estimadores sino en las caracteristicas relativas al disefio. El lector inteezsad
analisis mas detallado sobre estimacion puede dirigirse, por ejemfus,siguientes
articulos y libros:

— Sobre muestreo en poblacion fija, a los manuales de Hansen, Hurwitz and Ma-
dow(1953), Kish(1965), Cochran(1977), Hedayat and Sinha(1994)nd&l, Swen-
son and Wretman(1992) y a los articulos de Chaudhuri(1988), Mhddio/ay and
Tracy(1993) y Godambe(1992).

— Sobre muestreo y estimacion basada en un modelo de superpoblaciorma-los
nuales de Cassel, Sarndal and Wretman(1976), Bolfarine and Zacks(1898%y



articulos de Royall(1988,92a) desde las perspectivas clasica, y Efio§0a(88) y
Font(1995b) desde la perspectiva Bayesiana.

Otras referencias de interés son el articulo de Sarndal(1978) y laseddiggui(1982)
y Font(1995a) que recogen un resumen comparativo de las distintas apcades al
problema de estimacion en poblaciones finitas.

El presente trabajo se organiza en 6 secciones incluyendo esta introduErida.
seccibn 2 se establecen los conceptos basicos y notaciones que se aplicar@sen la d
cripcion de los distintos resultados. En la seccion 3 se presentandeia@pnes al
disefio desde la perspectiva de poblacion fija. En las secciones 4 y 5 lecapas al

disefio que se apoyan en un modelo de superpoblacion desde las ngiaxlolasica

y Bayesiana respectivamente. Y en la seccion 6 se presenta un resumen conclusién
sobre la comparacion realizada entre las distintas perspectivas y se refemragan
aportaciones al disefio no tratadas en las secciones 3,4y 5.

2. CONCEPTOS BASICOS Y NOTACI ON

Consideremos una poblacion finita de(entero positivo conocido) elementds, =
{1,2,..., N}, unas cantidadeg,i = 1,2,... , N que representan el valor de una ca-
racteristica de interés asociada a cada uno de estos elementos, y supangaesia-

mos interesados en inferir sobre la cantidad (descon@ida#. Para poder esti-

mary (denotaremos al estimador ggr obtendremos una muestra- {i1,02,... ,in}

con probabilidag(s) mediante un mecanismo de muestreo no informativo de tamafo
fijo n y mediremos para los indices muestreados el valor de la caracteristica en estu-
dio. En este articulo nos restringiremos a los resultados referigoscadimientos

de muestreo no informativos de tamafo fijjoDentro de este grupo indicaremos por
srswr al muestreo aleatorio con reemplazamiento, ppswr al muestreo con reemplaza-
miento conp; = Pr(seleccionar), i = 1,2,... , N, srswor al muestreo aleatorio sin
reemplazamiento, y ppswor al muestreo sin reemplazamienta,cen Pr(i € s),

i =1,2,...,N. A partir de esta notacion basica introduciremos a continuacion las
notaciones particulares correspondientes a las perspectivas de poblagigndialos

de superpoblacion.

La perspectiva de poblacion fija considera como Unica fuente de aleatbizedebida
al mecanismo de muestreo. Si representamogpgj y V,(.) a los operadores media
y varianza respecto al procedimiento de muestrediremos que nuestro estimadpr
es insesgado respecto al muestreo si:

) E,(y) =7,



y en este caso el error cuadratico medio cometido respecto al muestreo vendra dado
por:

2 E,p @ - 5)2 =V @)

A partir de (1) y (2), Newman(1934) define como estrategia Optinteategia de uni-
forme minima varianza) aquella estrate@fjap) que minimice el error cuadratico me-
dio respecto al muestrgo (ver (2)) entre todos los estimadores insesgados respecto
a ese procedimiento de muestyedver (1)). Los trabajos de Godambe(1955) y Go-
dambe and Joshi(1965) demuestran la no existencia de estimadoraesopéigin la
definicion anterior (mas detalles en seccion 3) y justifican la bUsqueatacdecriterios

de estrategia 6ptima (por ejemplo, la admisibilidad) o la intoothn de modelos de
superpoblacion (ver otras razones en la seccion 4) para delimitar en quéstaratias
relativas a la poblacion un estimador era mejor que otro.

La perspectiva basada en modelos de superpoblacion considera a los yatmes
realizaciones de una variable aleatdrjai = 1,2,... , N. Si asumimos esta segunda
fuente de aleatoriedad y representamosfpg(.) y V.. (.) a los operadores media y va-
rianza respecto al modelo de superpoblacion, diremos que el estijnadanteniendo
la notacion inicial) es insesgado respecto al modelo si:

3 E.(G-Y)=0.

La literatura que considera un modelo de superpoblacion proponeritersos para
seleccionar la estrategia 6ptima, segln la importancia que el es@adjsiera dar a
cada una de las dos fuentes de aleatoriedad (procedimiento de muestreo y aeodelo
superpoblacion) que consisten en minimizar:

@) E.E,(y—Y),
o bien,

entre estimadores que satisfacen (1) 6 (3).

A veces dispondremos también de unainformacion complementaria asarnglble en
estudioy;, en forma de una caracteristica auxiiaconi = 1,2, ... , N conocida para
todas las unidades de la poblacion que se podra aplicar en el mecanismestieemyo
en la estimacion para mejorar el proceso inferencial. Algunas notaciones atision
de interés son:
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En algunas ocasiones los elementos de la poblacion (de manera naturalrabiem t
proceso de estratificacion) aparecen agrupados en unidades mas grandesEpsu’s).
este trabajo, denotaremos gor(entero positivo conocido) al nimero de unidadds,
al nimero de elementos de la unidad = 1,2, ... , K (enteros positivos conocidos)
con Zfil M; = N, y,;; al valor de la caracteristica en estudio asociada al elemento
j de la unidadi, paraj = 1,2,...,M;,i = 1,2,..., K. Las inferencias que se
analizaran en este trabajo se refieren a la media de la poblacion por elemento y se
apoyaran en los valores observaggspara(i, j) € s, cons una muestra obtenida
a través de un muestreo en dos etapas, en el que primero se realiza un muestreo n
informativo de tamano fijo k (denotaremos a la muestra obtenidagpgren segundo
lugar un muestreo no informativo de tamafo fijg parai € sp con) ;.. m; = n
(denotaremos a la muestra en cada unidadspoi € sp) ambos procedimientos de
muestreo independientes, por tante= {(i,j) : j € si,i € so} . En este trabajo
indicaremos por: stsrswor al muestreo estratificado/cea K con eleccion de los
elementos mediante srswor, clsrswor al muestreo clustekcen K'y m; = M;,
i=1,2,..., K con eleccion de las unidades mediante srswor y 2ssrswor al muestreo
en dos etapas con muestreo srswor de las unidades y de los elementos. @tiase®t
de interés son, pale=1,2,... ,K:

— Sy Yes; Vi _ g Vi

Yi M; ’ J8; mi ’ yui - M;—m;
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asi como las siguientes definiciones de la varianza poblacional dentro dedades
(S ), 1& varianza poblacional entre unldadsgbo y la correlacion poblacional dentro
de las unidadesf,):
KL (Mi—1)82, My, —9)° 250K S (i —T) i+ —T)

§2, === i G2 = i WY R
yw N—-K ’ yb K—1 ) y = K M2
(—= (V1) 83

esta Ultima expresion,), que puede interpretarse como un coeficiente de homoge-
neidad dentro de la unidad, ha sido aproximada por los diversos aatot@sninos de

Sjw, Sjb y Sj (por ejemplo, en el casdl; = M,i = 1,2,..., K, Hansen, Hurwitz
M(K—1) o2
and Madow(1953) usan la aproximameﬁ% y Cochran(1977) la aproxi-

R
maC|on(y7§2) Indicaremos también caoR, a todas estas aproximaciones cuando
formen parte de la aproximacion de un resultado.



3. APORTACIONES AL DISE NO DESDE LA PERSPECTIVA DE
POBLACI ON FIJA

Las aportaciones al disefio de los autores que han trabajado desde estaiygesspect
muy numerosas, en concreto en esta seccion se analizaran algunos resulta@ges comp
rando procedimientos de muestreo distintos, expresiones sobaelaias de muestreo
optimos y algunos procedimientos para estratificar la poblacion corjethvabde ob-

tener mejores inferencias.

Antes de pasar a la relacion de las aportaciones en poblacion fija convienarreai
reflexion previa sobre el concepto de estimadaptimo», para valorar mejor las con-
secuencias de la eleccion entre las distintas alternativas de disefio endmeerarkes
cuadraticos asociados a ese estimadptimo». La no existencia de una estrategia uni-
forme de minima varianza demostrada por Godambe(1955) cuando seéecahaila
minimizacion dentro de la clase de los estimadores insesgados, linealemgéneos,

y por Godambe and Joshi(1965) cuando se consideraba la clase de ®éstnm-
dores insesgados (mas detalles en los articulos de Chaudhuri(19&8&hppadhyay
and Tracy(1993)), conduce a establecer el concepto de estimador admisiblenpara
muestreo dado. En esta linea de investigacion, Joshi(1965,673té6m@ la admisi-
bilidad del estimador de Horwitz-Thompsap(;, = Y ies 7o) como estimador de
7 para muestreos ppswor con probabilidades de inclusjGstrictamente positivas,
(i) la admisibilidad dey, para un disefi@ entre todos los estimadores gey (iii) la
admisibilidad deg,, 7, = Z7, (estimador de razon), , = 7, + (7 — 7,) con

B = Ziezs_(“sz(;")fs) (estimador de regresion) entre los estimadores medibles (con
i€s d s

algunas restricciones adicionales)ipara funciones de pérdida muy generales para
procedimientos de muestreo sin reemplazamiento. En otra linea degae@sti, New-
man(1934) y Royall(1968) demostraron que para un muestreo srswtineheésry,

es el Unico estimador que minimiza el error cuadratico respecto al muestredosntr
estimadores insesgados lineales homogéneos y entre todos los estinrestsgados
respectivamente.

3.1. Comparacbn entre procedimientos de muestreo

3.1.1. Comparadin entre muestreos en una etapa

Veremos dos grupos de resultados, los debidos a Lanke(1975) que aorfgzsamues-
treos srswor y srswr y los de Des Raj(1954), Reddy and Rao(1977) L 8aR)(que
permiten comparar muestreos srswry ppswr.

Lanke(1975) define que un procedimiento de muegtres mejor o al menos tan bueno
como otro procedimientp si dado un estimador insesgadogd@specto @, 7/,,, existe

un estimador insesgado geespecto @', ., tal queV,, (7,,) < V,(7,), y obtiene una



condicibn necesaria para que un muesgresea mejor o al menos tan bueno como
para la estimacion d&y. De la aplicacion de esta condicion a los muestreos aleatorios
se llega a que en la estimacionglan muestreo srswor es mejor o al menos tan bueno
COMO Un muestreo srswrsi> 2.

Des Raj(1954) demuestra que el muestreo ppxwr (muestreo ppswy; cen <=,

i = 1,2,...,N) puede producir peores estimaciones que el muestreo srswr cuando
larelacion entrg; y z;,7 = 1,2,... , N se aleja de una linea recta a través del origen.
Rao(1993), considera dos muestreos proporcionales con reemplazamieswo,ypp
pps'wr con probabilidades de eledirp; y p}, i = 1,2,...,N respectivamente y
considera el muestreo pps"wr con probabilidades de elggir= ap; + (1 — a)p; con
0<a<1,i=1,2,..., N obteniendo los siguientes resultados que representaremos
por (1):

(i) Si VppSWl(jHH) < Vpps’wr@lHH)a entoncegfpps"wr@’;nr) < Vpps’wr@IHH)-

. . ~1/ ~ ~1 ~
(i) Si Vpps’wr(yHH) < VopswiUrn), entoncegfpps”wr@HH) < Vopswi@rw)-

~1 ~ N yZ(pi—p)
(i) Vppswi@rs) — Vppswiliss) = whe SoIL, L)

dondey; ; = Y ics p.am ©€s el estimador de Hansen-Hurwitz asociado al muestreo
ppswr (las primas representan los correspondientes estimadores Hanggtz-plamra
los restantes muestreos).

De (1)(i) y (ii) se deduce que la estrategﬁ,-;H, pps”wr) es mejor que la peor en-

tre las estrategiad; ;;, PPSWY Y (57, PPSWH). De (1)(iii) tomandop], = %, i =
1,2,..., N (muestreo srswr) obtenemos una expresion de las diferencias en eficiencia
entre un muestreo srswry un muestreo ppswr.

3.1.2. Comparadin entre muestreos srswor, stsrswor y clsrswor

La comparacion entre los muestreos srswor y stsrswor es analizada en ldanayo
manuales sobre técnicas de muestreo. Por ejemplo, Cochran(1977) y Sawetad-
son and Wretman(1992) obtienen la siguiente expresion:

(2) Vsrswoly,) — Vstsrswor,(13§ys) = %[(K - 1)5,217 - % 1:K:1 (N - Mi)SEiL

en la que el subindice stsrswor (13) indica que se ha aplicado unrewedatorio
estratificado en el que el nimero de elementos muestreados en cada estrato es propor
cional al tamafo del mismo (ver comentarios del apartado 3.2.2 y la exp(@si)).



A partir de (2) podemos observar que matematicamente el muestreo stprsyaar
ser peor que el muestreo srswor. En particular, si suponemosjque S‘jsu, i =
1,2,..., K tenemos que la expresion (2) se convierte en:

(3) VSI’SWOI@S) - VStSI‘SWOf,(13()gs) = %[Sjb - SZsuL

gue sera negativa (evidencia a favor del muestreo srswor) si la zaaflacional en-
tre estratos es mas pequefia que la varianza dentro de los estratomdyoligarte de
las situaciones practicas la varianza entre estratos supera a la varianzaldeestoa-
to, (2) es positivo y se produce una ganancia en precision al usar el eawsistirswor
como alternativa al muestreo srswor.

Hansen, Hurwitz and Madow(1953) obtienen a partir de (2) la siguexmesion apro-
ximada de las ganancias derivadas del muestreo stsrswor frente al muestogo srs

2
ani

(4) Vsrswor@.) — Vstsrswor,(130s) = —x— . Bv-

A partir de (2) y (4) podemos extraer las siguientes observaciones:
— Cuanto mas grande sea la homogeneidad dentro de los estratos, las garmancias p
estratificacion seran mayores.

— Cuanto mas grande sea la heterogeneidad entre las medias de los estratass mayo
seran las ganancias relativas por estratificacion.

— La ganancia relativa no sera muy alta salvo que las variaciones entre est@tos
bastante mayores que las variaciones dentro de los estratos.

En relacion a la comparacion entre los muestreos srswor y clsrswor tepepoyan-
donos en los resultados de Cochran(1977), cuaide M,:i =1,2,..., K que:

n

N-nS;( N-1
VelsrswolTl) — Verswol@,) =~ 4 { s+ (M = DRy - 1]
N-nS2

©) L (M~ DR,

12

De (5) se deduce que &, < 0, el muestreo clsrswor es mas eficiente que el srswor,
y si R, > 0 (la situacion méas habitual), el muestreo clsrswor es menos eficiente que

10



el srswor. Hansen, Hurwitz and Madow(1953) proporcionan una busoadgibn so-

bre los valores dé,, para diferentes items y diferentes tamafnos de cluster y Sarndal,
Swensson and Wretman(1992) estudian los muestreos clppswor (muedstoseta-

pas conn,; = M;, i € sq con muestreo para las unidades del tipo ppswor) y aplicando
un estimador Horwitz-Thompson llegan a las siguientes conclusioaesqars:

— Si podemos seleccionar los clusters con un muestreo ppswor;cen ';Lﬁ

. . i=1 71
i=1,2,..., K, entonces este muestreo cluster sera muy eficiente.

— Si seleccionamos los clusters con un muestreo ppswo:r,cen’“%i yi=1,2....,
K, el muestreo sera bastante eficiente si las variaciones entre las medias poblacio-
nales de cada cluster son pequefias.

— Un muestreo clsrswor es a menudo poco eficiente cuando los clusters satntie dis

tamafo, es mas, si la correlacion entfey M;y,,i = 1,2,... , K es positiva (que
es el caso habitual), el muestreo clsrswor da peores resultados que en el caso de
muestreo clsrswor cob/; = M,i=1,2,... K.

3.1.3. Comparadin entre muestreos Srswor y 2ssrswor

Hansen, Hurwitz and Madow(1953) obtienen la siguiente expresi@aquanparar los
dos tipos de muestreo en el cadd; = M,i =1,2,... ,Kym; =m,i € s

_ _ N —n 52
(6) VZSSfSWO(”ys) - VerWO'(ys) = N FRy (m - 1)-

A partir de (6) podemos concluir que un muestreo 2ssrswor sera efieietdenedida
que la correlacion entre los elementos dentro de cada unidad sea peepasstiva,

0 en el medida que ésta sea negativa. En la préBijess positivay decrece al aumentar
el tamafo de las unidades.

3.2. Tamaios de muestre@dptimos
La literatura clasica presenta tres criterios para determinar el tamafigeséreo 6ptimo:

— Paraun coste dado, determinar el tamafo que hace minimo el error cuatedioo
en la estimacion.

— Para una varianza respecto al muestreo dada del estimador de la media poblacional
insesgado aplicado, determinar el tamafo que hace minimo el coste decésti

— El problema de decision de minimizar una funcion de pérdida.

11



A continuacion presentaremos los resultados obtenidos segn esioe€para mues-
treos srswor, stsrswor, clsrswor y 2ssrswor.

3.2.1. Tamé&o de una muestra srswor

Konijn(1973) propone para una varianZa dada la siguiente expresion para el tamafio
n de una muestra srswor:

() n=So e
N

NV?2

+ [Y%

esta expresion cuandg es bastante grande se simplifica tomal%(;@L ~ 1 alaex-
presion presentada por Kish(1965).

Y Cochran(1977) considerando el criterio de minimizar la pérdida cuednaultipli-
cada por la constante positigamas una funcion lineal de costé$§n) = ¢y + cin,
obtiene la siguiente expresion para el tamafio Optinde una muestra srswor:

n= 50V,
Ve

(Una forma mas general de este resultado aparece en Yates(1960).) Debesmear obs
que las expresiones (7) y (8) proporcionan valores papae son funcion de la varianza
poblacional, e indicar que para poder fijar el tamafio 6ptimo la praciuéial consiste
en sustituir esta cantidad desconocida por un estimador.

(8)

3.2.2. Taméao 6ptimo de una muestra stsrswor

Si consideramos la funcion de coste line@l(m.,... ,mg) = co + Zi’; c;m; Se
tiene (ver, por ejemplo, Sarndal, Swensson and Wretman(1992)) que:

(i) Bajo la hipbtesis de minimizar la varianza respecto al disefio paraugstreo

stsrswor para un coste dadp los tamafos optimos:;, i = 1,2,..., K vienen
dados por:
M; S, M; S,
(C*C[)) i .yz i .yz
) m; v v

- K =n K M;Sy; "
Yoim1 MiSyi/ei dlim1 e

(i) Bajo la hipotesis de minimizar el coste para una varianza tiZdzara un muestreo
stsrswor, los tamafios optimes, i = 1,2, ... , K vienen dados por:

12



M qyl Zz 1 MSW\/T
( ) + qu:1 MZS;1

Observemos que a partir de (9) se obtiene tomande ¢,7 = 1,... , K, la asigna-
cion de Newman (el resultado sobre tamafio 6ptimo mas popula )cansiste en la
seleccion de muestras aleatorias estratificadas con tamafios de muestreafjoongstr
i=1,2,..., K dados por:

M;S,;
21 1 MSW

Esta expresion fue obtenida por Neyman(1934) y previamenteguhiiprow(1923).

A partirde (9) y (10) se obtiene unaregla practica para disehaugstmeo aleatorio es-
tratificado que consiste en seleccionar, dado un estrato, una muestra neesogizmo
mas grande sea su tamafio, mas variable sea y menor sea el coste de nusstasarl
expresiones de los tamafios de los estratos y tamafio total de laan@&sembargo, la
obtencion de estos tamafios presenta algunas dificultades practicas, abdiesiEmnto
de Sz (habitual en este tipo de expresiones y que discutiremos en el proginmeadq)
hay que afladir ahora otros problemas que se producen por la nouittitad en los
problemas de optimizacion resueltos en (9) y (10) de restriccioneslsstieanafos de
la muestra en los estratos y que son: la posibilidad de que el tappdifito’de mues-
treo en cada estrato no sea entero, sea negativo o sea superior al tamafatdelLestr
recomendaciones habituales son las siguientes: si el tamafo 6ptimo deemaepera
al tamafo del estrato, muestrear estos estratos totalmente y disaibuistantes ob-
servaciones entre los otros estratos, y si el tamafio 6ptimo es negatsaleccionar
ningln elemento de estos estratos, modificar la ecuacion de coste y obteneevos
optimos.

En la practica, se suelen emplear las siguientes 5 aproximaciones de ldaf¢thu
para evitar el problema que supone desconsgzen: =12,... ,K:

(i) Asignacion proporcional al total poblacional (que presenta pro@depracticos
similares a (11) puesto que los totales de cada estrato son cantidademasimis
desconocidas)

Z 1y17

12) RSP LU
" ZZ ]Z ]1/1]

(ii) Asignacion proporcional al tamafo (que aplicabamos en (2) pdebleser la
comparacion entre los muestreos srswor y stsrswor):
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(i) x-«bptima» asignacion (com: una caracteristica auxiliar que proporciona infor-
macion acerca dg):

M;Syi

14 m; =n———.

(iv) Asignacion proporcional a la raiz de las medias en cada estratoalearac-
teristica auxiliar:

15 m; =n .

(v) Asignacion proporcional al total de las(con z una caracteristica auxiliar que
proporciona informacion acerca g

M;
> Tij

16 m; =n—————.
(o POHED DNy

La aplicacion de las asignaciones (12) a (16) produce obviamente uridgpérdla
precision de las inferencias (en terminos de la varianza) respecto a la aplidadiL1).
Estas pérdidas de eficiencia dependeran en los casos (14) a (16) de la coresiae”

la caracteristicg en estudio y la caracteristica auxiliarfde valores conocidos para
todos los elementos de la poblacion) y en general de cuan buena sea la api@xim
deS,; porS,;,\/T; 0Z;,i = 1,2,..., K respectivamente. En el caso de la asignacion
proporcional (13) (la aproximacion mas empleada, porque no requiece@oona
caracteristica auxiliar), Hendayat and Sinha(1991) obtienen la siguigreseén:

7)
_ KMy, K K M;S,i
Vstsrswor,(13)7:) — Vstsrswor,(11§——~ ) = 7w 2oim Mi(Syi — —=172)7,
de la que se deduce que las diferencias de eficiencia entre las asignacionesdaNew

y proporcionales pueden ser considerables, en especial si las varianzas dentro de cada
estrato son muy diferentes entre si.
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3.2.3. Tamé@o 6ptimo de una muestra clsrswor

La literatura no presenta muchos resultados en este campo y propone agglickr b
hipbtesis de un coste cero para el muestreo dentro de las unidades leslossqlie se
presentaron en el apartado dedicado al tamafio para un muestreo srswor. @8@an(
para muestreos clsrswor con todos los clusters del mismo taiafmpone una so-
lucion al problema de minimizar la varianza para un coste fijo con furidéocostes
C(k) = e; Mk + o VE.

3.2.4. Tamé@o bptimo de una muestra 2ssrswor

Para presentar los resultados distinguiremos entre dos situaciones:

— Todas las unidades tienen el mismo numero de elemehbtps: M,i =1,2,... | K
Yy m; = m parai € sp.

— No todas las unidades tienen el mismo niimero de elementos.

Suponiendo que todas las unidades son del mismo tamafio, Cochrgré&ficia el
problema de minimizar la varianza para un coste dado, con funcion de tostdgle
laforma:C(m, k) = c1k + cokm y propone como método para obtener los tamafios
y k 6ptimos el siguiente algoritmo sugerido por Eisenhart (ver Cam&@aiy).

Algoritmo (18). Dadosa = ¢S}, ¥y b= $5(S;, — S;,):

(i) Sib>0y \/g < M, tomar el enterd que cumpld < \/§ <1+ 1y entonces:

sig <I(I+1) tomarm =1
en otro caso toman =1+1

(i) Sib<006,/% > M, tomarm = M.
(iii) Determinadom 6ptimo, se calcul& fijando el coste o la varianza.

Nuevamente, la determinacion del tamafio 6ptimo depende de cantidadesodesco
das (varianza entre los elementos dentro de las unidades y varianza entre fesdaedi
las unidades) aunque en este caso los tamafios 6ptimos son enteras/ggooklie-
dayat and Sinha(1991) se plantean nuevamente el problema de minimizaateaar
para un coste menor o igual a una cantidad fijada (la funcion de costetadated
practicamente la misma, s6lo afiaden un coste fijo) y sujeta a la réstricgi m < M

y 2 < k < K presentando un algoritmo alternativo para la obtencion de los tamafios
muestrales optimos. y k.
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En el caso mas general, en el que el tamafio de todas las unidades no es el mismo, Co
chran(1977) asumiendo la funcion de costésr, k) = cik + cokm dondem = 7

y considerando una fraccion de submuestreo constante para todas |assimmuless-
treadas £i> = ﬁ% i € sg) propone aplicar el algoritmo (18) reemplazandmor

_ K_ M.,'Szi K2 K M2 T —7)2 K K_ MiSQ.,'
my tomandoa = ¢ =215y g = ¢y ;\?S(Ki(f’)’ 2 ) la

solucion obtenida sirve para obtener los tamafos 6ptimes i € so aplicando que
la fraccidn de submuestreo es constante para todas las unidades muestreadas.

Otra alternativa propuesta por Hansen, Hurwitz and Madow(1953) panégsma fun-
cion de coste consiste en tomar, pagsg:

K C]l—Ry

M
(19) m; iN o Ry

y calculark fijando el costo o la varianza. (La expresion (19) es asimismo aplicable
cuando todas las unidades tiene el mismo tamafo.)

Otras referencias adicionales de interés son: Cochran(1977), Koni@)({t9¥ansen,
Hurwitz and Madow(1953) con funciones de coste alternativas y/o andksiotros
procedimientos de muestreo en dos etapas.

3.3. Técnicas de estratificadn de una poblacon

Desde un punto de vista de poblacion fija, el muestreo stsrswor parbténer mejores
inferencias que los muestreos srswor y clsrswor, y sobre todo cuandastiemamos

la muestra de acuerdo con un esquema de asignacion dptima. Esta propanad

la busqueda de procedimientos para dividir los elementos de la pabkaciunidades
(cuando la poblacién no esta dividida de forma natural) o inclusaté&tar a posteriori

la poblacion de modo que se puedan aprovechar las ganancias en eficiencia debmuestr
stsrswor frente al srswor o mejorar los resultados de un muestreaaisigataremos

en este apartado de dos cuestiones: como construir los estratos y ebmignestratos.

La idea mas sencilla para constréirestratos con el objetivo de mejorar nuestras esti-
maciones consiste en establecer una particion en estratos, de modo quertasdis

M;S;, entre los estratos que construyamos no sean muy grandes, de esta manera cuan-
do realicemos el muestreo de los mismos con asignacion proporcional alotgpoa”
ejemplo), las pérdidas de eficiencia respecto a la asignacion de Neymanp(rasiéx

(17)) seran menores y, en consecuencia, nuestra estimacion sera mejol.9B)m(
considera tres procedimientos para reducir las diferemdiﬁy entre estratos:

— Laregla de Dalenius and Gurney(1951) de construir estratos coreszedeMiSZy
aproximadamente iguales.
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— La regla de Ekman(1959) de construir estratos con valoresd/gg, aproxima-
damente iguales, con s@l rango de la caracteristica en estudio en el estrato
i=1,2,... K.

— Y la regla de Mahalanobis, Hansen, Hurwitz y Madow de construir estiado
valores del/;y, aproximadamente iguales.

Otra posibilidad consiste en hacer una estratificacion de la poblacroondieque la va-
rianza del estimador para la asignacion de Pearson (ver (11)) sea directpetgrde
fla. Sirepresentamos p@fy) a una funcion de frecuencia sobre la caracteristica en
estudio y suponemos ordenada la poblacion de acuerdo con esta caracteriatioa;
nera de construir los estratos atendiendo a esta idea consistiria enidatéos [imites

. . .. . St MZ' .
intermedios[y{_,,yy[ de modo que se minimizarbigis swor (11()w) ~

2 0 0 0
Yl Wi conw = [ fy)dyyo? =2 [y f@)dy — (37 [y yf )yl
Dalenius and Hodges(1959) plantean el problema en estos términos ynenogaicu-
lar la cumulativa de/ f (y) y tomar los limites intermedios de forma que los intervalos
sean aproximadamente iguales en la escalagity). (La idea de emplear la cumula-
tiva+/f(y) y estos limites se apoya en la hipotesis de que si los estratos s@maaos
y de rango pequefig;(y) dentro del estrato es aproximadamente constante.) Otros
trabajos en esta linea (aunque en estos casos se propone muestrear gfetmeoe
to por estrato) consisten en la aplicacion de los algoritmos de KossacRHaledar
Baxi(1971) y sus modificaciones en Shiledar Baxi(1982,95).

Al enunciar los criterios de estratificacion anteriores nos hemos apoyads ealde
res de la caracteristica en estudio, esta hipotesis no es realista yacuegemos la
totalidad del vector poblacional. En la practica estos métodos se aplicenista ca-
racteristica auxiliag;, 7 = 1,2,..., N y, obviamente, la eficiencia en la construccion
depende de la correlacion entre la caracteristica en estudio y la auxiliar.

Los procedimientos anteriores se apoyan en construir un nimero Kadi® estratos.

En principio, un aumento d& supondra (basandonos en un mecanismo de construc-
cibn bueno) estratos internamente mas homogéneos en si y mas heteosogyéne

si y por tanto apoyandonos en (3) y (17) mayores ganancias de predisi@sta di-
reccion, Cochran(1977) apoyandose en una construccion de estratos dasadegla

de Dalenius and Hodges(1959) y suponiendo una distribugigh dentro del estrato
aproximadamente constante, obtiene la siguiente relacion:

S Mg, Vsrswold,)
(20) Vstsrswof — 1N ) o~ TR

de modo que la varianza estratificada es inversamente proporcional al cuadrado d
namero de estratos. Por otra parte, hay razones a favor #enoomuy alto, asi cuan-
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do para la construccion de los estratos se emplea una caracteristicar dquii es lo
habitual en la practica) existe un tamafi6 a partir del cual no es posible reducir la
varianza por estratificacion (este tamafo tope se debe a la varianza de lertsiieet
en estudio no explicable por la caracteristica auxiliar). Otro motivo esstéé, mayor
namero de estratos supone mayores costes por trabajos extra en plamifjozaiculo,

y estos costes adicionales pueden no justificar las reducciones consiguiesegw ¢si
ducen) de la varianza.

4. APORTACIONES AL DISE N,O DESDE LA PERSPECTIVA DE MODELOS
DE SUPERPOBLACION CLASICOS

Las aportaciones desde la perspectiva de modelos de superpoblacibnaseapogn-
siderar que la caracteristica en estugli@s realizacibn de una variable aleatdrja
i=1,2,..., N que se distribuye segiin un determinado modelo probabilistiesd®

el punto de vista del disefio podemos sefalar dos grupos de motigag@ara introdu-
cir esta nueva fuente de aleatoriedad. Desde la perspectiva de poblagitmifitro-
duccion del modelo de superpoblacion permite la obtencion de esastggimas de
disefio definidas, como aquellas que se obtienen minimizando el valor espeEspec-

to al modelo del error cuadratico medio respecto al disefio (minimizar (se2¢lj),
dentro de la clase de estimadores insesgados respecto al mecanismo de muggstreo (
expresion (seccion 2,1)). Y permite valorar en presencia de informaaiiliar en for-
ma de una covariable;, i = 1,2,..., N conocida, la eficiencia de los estimadores de
razon o regresion frente al estimador media, y la eficiencia de las aprogimead los
tamafios 6ptimos de la muestra y de construccion de estratos basddasformacion
proporcionada por esta covariable. Por otra parte, desde una perspeetiiciya,
otro grupo importante de autores defienden que el conocimiento del Gstadtbre
las caracteristicas de la poblacion en estudio le permite argumentar apstdaipn fi-
nita es la realizacion hoy de un determinado modelo de superpoblacidealifzcion

de un modelo que describe un mecanismo o proceso en el mundo real; afirman que el
modelo asumido constituye la fuente de aleatoriedad mas importantesy@egcribe

la poblacion y definen como estimador 6ptimo (estimador 6ptimo dagukerspectiva
predictiva) a aquel que minimiza el error cuadratico respecto al modelo (min{sec-
cion 2,5)) dentro de la clase de estimadores insesgados respecto al meds&z€ion
2,3). (Notemos que, para un muestreo no informativo es equivalent@izani(seccion
2,4) o (seccion 2,5) para una clase dada de estimadores.)

Las diferencias conceptuales entre los defensores de cada una de estas pergpectivas s
importantes. De una manera resumida, los argumentos esgrimidos peEsfeectiva
poblacion fija-modelo de superpoblacion son que al realizar el anadismHtlacion

esta fijada, no es resultado de un proceso aleatorio y en consecuencia la fueate de
atoriedad esta en el mecanismo de seleccion de los elementos de las muestras sobr
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los que vamos a basar nuestra estimacion, y que la estimacion predatvsujeta a
mayores sesgos en la estimacion y mayores errores por especificacion incagtecta d
modelo. Los argumentos respuesta de los autores predictivos son qoelabrde
superpoblacion tiene las mismas caracteristicas de objetividad y derétéeipn en
terminos de frecuencias que los modelos considerados de forma habinstrabajos
estadisticos en poblaciones infinitas, que la circunstancia de que ¢asadisnes de la
poblacion finita ya estén realizadas aunque siguen siendo desconocidasgmras,
no convierte en menos apropiada la aplicacion del modelo de superpolfaesi
hubieramos considerado el mismo modelo pero antes de que la poblad@riuara
realizada, y la realizacion de estudios sobre estimadores robustos fezness en la
especificacion del modelo.

En esta seccion distinguiremos entre las aportaciones respecto al diakfadas des-
de las dos perspectivas anteriores: aportaciones desde la metodoldg@dpofija-
superpoblacion y desde la perspectiva predictiva, y nos apoyaremos éguiestes
dos modelos:

— Modelo Clasico Bas€C, (5, 81;v(x;), p)):
K:ﬂﬂ_‘_ﬂlzﬂ‘{_E?, 7::1727"'7N7
dondeE;,i =1,2,..., N es un error aleatorio tal que:

oo (x;) Sii=j

E.(E;)=0 Cm(E;, Ej) _{ pa?\Jo(z;)\/v(z;) sii#j

con By, B1, a2 > 0y p constantes desconocidas () una funcion der; conocida
con imagen en los reales positivos; también asumimos:gue0, i = 1,2,... , N.

— Modelo Clasico Estratificado(Cs (5oi, f1i;v(zij), pi)):

E]Zﬂ01+ﬂlzwz7+Ez77 j:172:"':Mi7 Z.:1:27"':[(7

dondeE;;,j =1,2,...,M;,i=1,2,...,K esun error aleatorio tal que:
Uf?)(rl]) sii=i* j=j*
Em(Eij):O Cm (EUvE )_ \/ Tl] VU T?] Sii =1 777'57
Sii #£i*
con Boi, Bri, 07 > 0y p;, i = 1,2,..., K, constantes desconocidagf/) una

funcion dez;; conocida con imagen en los reales positivos; también asumimos que
2 >0,j=1,2,... ,M;,i=1,2,... K.
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4.1. Aportaciones poblaadn fija-modelo de superpobladdn

4.1.1. Estrategiaéptimas que se apoyan en el modefasato base

Cassel, Sarndal and Wretman(1976,77) demuestran la optimalidad deategat
(7,,srswol para el modelo G0, u; v(x;) = 1, p) sin caracteristicas auxiliares;(=
1,i=1,2,...,N) entre los muestreos ppswor con probabilidades de inclusion estric-
tamente positivas y estimadores lineales e insesgados respecto al muestreo.

Para poblaciones finitas en las que disponemos de informacion auxiliarrea tle

una covariable, Godambe and Joshi(1965) obtienen la optimalidad dérdéegim

(U, PPSWON CONT; = —o— \/_l para el modelo Q0, 81;v(xz;) = v;,0) con va-
riables error mdependlentes]entre los muestreos ppswor con probadmlldadnclu-

sion estrictamente positivas y estimadores de la fojma Ly, + &2y, cony,

un estimador d&”,, insesgado respecto al procedimiento de muestreo. Debemos citar
también los trabajos anteriores de Godambe(1955) y Hajek(1959) e1mdq>btenia

la optimalidad de esta misma estrategia para el mode{0,8:; v(z;) = z?,0) mi-
nimizandoE, V,, ( ) entre los estimadores lineales y homegéneos msesgados respecto
al procedlmlento de muestreo (también sin reemplazamiento y con probabdidad
inclusion estrictamente positivas) y que fueran ademas insesgados oesipacidelo

(se minimizaba asi (seccion 2,4) entre los estimadores que cumpianiofs 2,1) y
(seccibn 2,3)). (Hajek(1959) obtiene este resultado como caso partieular teore-

ma en el que considerando un modelo mas general gue el modelo clasico base prueb
que la estrategiéz?HT ppswoj conm; o< \/Vin(Yi)/\/Gi, i = 1,2,..., N minimi-
zaE,V,, (g 7) entre los estimadores lineales y homegeneos msesgados respecto al pro-
ced|m|ento de muestreo y los procedimientos de muestreo sin reemplazamiento q
cumplen que” = SN | ¢imy)

Si revisamos estos tres resultados observamos que la estrategia dptinuestreo con-
siste en un muestreo ppswor conx /V,, (Y;),i=1,2,... , N. Este Gltimo resulta-
do se obtiene también para los modelos de transformacion e intercéeslaatudiados
por Cassel, Sarndal and Wretman(1976,77), el modelo de regresiodemendiente
con coeficientes de regresion conocidos de Tam(1984), el modelo de Magkheq
Sengupta(1989) y el modelo de permutacion aleatoria de Rao(1975).

4.1.2. Estrategiaéptimas que se apoyan en el modelasito estratificado

En poblaciones estratificadas, Cassel, Wretman and Sarndal(1977) obtiaree] p
modelo G(0, u;; v(zi;) = 1,0) sin caracteristicas auxiliares;f =1, j = 1,2,...,

M;, i = 1,2,... K), la optimalidad de la estrategi@ 5, ppswo) conm;; =
Pr((i,j) € s) = ﬁ entre los muestreos ppswor con probabilidades de inclu-
sion estrictamente positivas y estimadores lineales e insesgados respaa&sako.
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Observemos que el muestreo stsrswor con asignacion de Neyman (verr(&aip)

satisface las condiciones anteriores, y que la estrategia de muestraa optilve a ser
un muestreo ppswor corn; < / Vi (Yi), j = 1,2,...,M;,i = 1,2,... K. Se

pueden obtener resultados similares respecto a la estrategia optimasieemyara
modelos intercambiables (ver Thompson(1978)), modelos de traretdnm(ver Cas-
sel, Sarndal and Wretman(1976,77)) y para modelos de permutacionialéatoRao

and Bellhouse(1978)).

Los modelos de superpoblacion se han aplicado también cuando tenemosama car
teristica auxiliar asociada a la caracteristica en estudio para:

— Valorar la utilidad que puede obtenerse al aplicar esta informacion augii la
construccion del estimador o en la estratificacion de una poblacion. Desteesia
linea de investigacion el trabajo de Sarndal, Swensson and Wretmah(199

— Valorar comparativamente entre dos grupos de estrategias en presenc@me-inf
cion auxiliar: las que introducen dicha informacion en la construatébestimador
pero no en el mecanismo de muestreo y las que la introducen en el estimador y
también en el mecanismo de muestreo aplicado. En relacion a esta linea de inves
tigacion podemos citar el analisis presentado en el manual de Cassel, Sathdal an
Wretman(1977) y en el articulo de Mukhopadhyay and Tracy(1993), y tusis
de Sarndal(1980) y Padmawar(1981), entre otros.

4.2. Aportaciones predictivas

4.2.1. Estrategias predictivas basadas en el moddlsich kasico

Cassel, Sarndal and Wretman(1977), comprueban la optimalidadmbea el modelo
Ci (0, u;v(z;) = 1, p) sin caracteristicas auxiliares;(= 1,7 = 1,2, ..., N) entre los
estimadores lineales e insesgados.

Para poblaciones finitas en las que se dispone de informacitn adicionafrende una
covariable, Brewer(1963) y Royall(1970) considerando el model0,B;; v(x;),0)
con variables error independientes proponen el estimador:

~ n_ N—-—n~ _
(1) Y1 = Nys + N ﬂ] Loy
dondegs; = 267(2) demostrando su optimalidad para el modelo anterior entre los

i
i€s v(wg)

estimadores lineales e insesgados. En este mismo trabajo, Royall(X6gbhe la
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estrategia optima de muestreo demostrando quérs) y ”%) son funciones no de-

crecientes la estrategia de muestreo optima consiste en un muestre@madoan el
que se seleccionan con probabilidad 1ridsdices distintos de la poblacién con valor
de la caracteristica auxiliar mas alto. En otro trabajo, Royall(197 hhiasdlo el mo-
delo G (o, 81;v(z;) = 1,0) con variables error independientes probo la optimalidad
del estimador de regresion:

) Uy = Ty + Do (T — Ts),

conp, = %, en la clase de los estimadores lineales e insesgados. Demos-
igs (i Ts

trando ademas que la estrategia Optima de muestreo consiste en seleswanaestra
balanceada de orden 1 (ver (3)).

El procedimiento de muestreo intencionado propuesto por Royall(12&3) su opti-
malidad en el modelo 0, 3, ; v(z;), 0) con variables error independientes y en princi-
pio, si el vector poblacional no fuerarealizacion de este modelo de supeiboiexac-
tamente, los resultados podrian presentar sesgos considerables (ogitiag H971)

y Neyman(1971) a los trabajos de Royall(1970,71)). Como respaesita critica el
articulo de Royall and Herson(1973a) estudia la robustez de Iosaelsﬁﬂa?,,l (expre-

sion (1)) e7,, (expresion (2)). Definiendo el concepto de muestra balanceada de orden
L, como aquella muestra que cumple la ecuacion:

gl Yl
(3) ZZESTl:Zileml7l:172,...,L,
n

estos autores obtienen los siguientes resultados sobre la robustszdérhadores de
regresion propuestos:

(i) Sila muestracumple (3) parla= 1, el estimadoﬁ,)1 parav(z;) = x; permanece
insesgado y 6ptimo bajo los modelos; (2, 0;v(xz;) = 1,0), Ci(Bo, B1;v(x;)
=1,0)yCi(Bo, B1;v(x;) = z;,0) todos ellos con variables error independientes.

(i) Sila muestra cumple (3), el estimacﬁ:y; parav(z;) = x; permanece insesgado y
optimo para modelos de regresion polinbmica de oddéminferior) con residuos
E; independientes tales qué,(E;) = o?p(z;), i = 1,2,...,N conp(z) un
polinomio dex de grado L (o inferior) que no puede contener potencias qglge
no aparezcan en la regresion polinbmica.

(iii) Si el procedimiento de muestreo (no necesariamente aleatorio) prodiesnas
balanceadas, el estima@;l es 6ptimo para los modelos indicados en (i), (i) y
para el modelo Q0, $;; v(z;) = =;,0) con variables error independientes. Pero
esta robustez tiene un coste de eficiencia (el mismo para cualgiier) cuando
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el modelo correcto es@0, 31; v(z;) = z;,0), debido a que el procedimiento de
muestreo aplicado no es el 6ptimo (ver parrafos anteriores para ver el muestreo
intencionado 6ptimo).

(iv) Si la muestra cumple (3), el estimad§>,;2 permanece insesgado y 6ptimo pa-
ra todos los modelos de regresion polinomiales descritos en eb@&p{gy, con
la caracteristica de que esta robustez no supone en este caso costes en eficiencia
cuando el modelo correcto para la poblacion es el modgl84/C5,; v(z;) = 1,0)
con variables error independientes.

Debemos sefalar que la obtencion practica de muestras balanceadas no esysencill
gue el cumplimiento de la relacion (3) es en la practica muy dificil dseguir. Ro-
yall(1992) propone el uso de procedimientos aleatorios restringolo® proteccion

ante muestras poco balanceadas (no como proteccion de una mala eleccion d¢ modelo
que garanticen que la muestra sea balanceada. Un ejemplo de estos proceditaientos
muestreo es elbasket methodde Wallenius(1980).

4.2.2. Unatécnica predictiva de estratificamn

Royall and Herson (1973b), considerando que la poblacion esta madizicorrecta-
mente de acuerdo con el modele(C, 5:;v(xz;) = z;,0) con variables error inde-
pendientes, proponen un procedimiento de estratificacion y una estreiegiata de
estimador y mecanismo de muestreo estratificado que son mas eficientes quatda est
giade estimadcﬁb1 conu(z;) = x; y muestra balanceada (ver (3)) gue comentabamos
en la subseccion 4.2.1. La propuesta de Royall and Herson tambiéetigropiedad

de robustez ante desviaciones polinémicas del modelo. Sin entrar en detalieda
forma del estimador, el procedimiento de estratificacion y muestreo @ptrobtienen

a partir de las siguientes reglas:

(i) Los estratos se construyen en funcién de los valores de la caracsesistiliarz;,
i=1,2,..., N ordenando los elementos de la poblacion de menor a mayor valor
de la covariable y formando los estratos conlés primeros elementos, |lo¥/,
elementos siguientes y asi sucesivamente hasta formar el K-ésimo estrlds con
Mk Ultimos elementos.

(ii) La muestra se obtiene mediante un muestreo estratificado (se muestieartos
estratos) seleccionando (por un procedimiento de muestreo aleatorio odngenci
do) en cada estrato una muestra balanceada; adementos distintos.

(iii) Bajo el criterio de minimizar el error cuadratico del estimador respectocalelo
para un cost€' = ¢q + Zfi] ¢;m; dado, Royall and Herson(1973b) prueban que
el nUmero 6ptimo de elementos a seleccionar en cada egtiago 1,2, ... | K,
viene dado por la siguiente expresion:
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M,;,/f—f
(4) m; = n——— .
K z;
Zi:] Mi\/ C_1

Observemos que esta expresion coincide cuandse ¢, 7 = 1,2,...,K con

la asignacion proporcional a la raiz de las medias en cada estrato (veoisecci”
3,15)) que se propone en los trabajos desde la perspectiva de polfigcjiara
aproximar la asignacion 6ptima de Newman.

4.2.3. Estrategias predictivas basadas en el moddlsich estratificado

Royall(1976) obtiene para el modele @, 81; = p;v(z;j) = 1, p;) sin caracteristicas
auxiliares ¢;; = 1,7 = 1,2,... ,M;, i = 1,2,..., K) la expresion del estimador
optimo paraY” entre los estimadores lineales e insesgados respecto al modelo para un
muestreo en dos etapas sin reemplazamiento. En este mismo trabajo se realizan los
siguientes comentarios sobre los tamafios de muestreo 6ptimos erestren en dos

etapas:

(i) Sio? = 0%y p; = p > 0fijadosk y n propone escoger en la primera etapa del
muestreo lag unidades distintas de mayor tamafio.

(i) Sio? = 0%y p; = p = 0fijadosk y n, el tamafio dptimo de muestreo de cada
unidad seleccionada cumple que:

(5) m; = o Min

ZiEsO M;

CONw = N

(i) Si 07 = 0?y p; = p = 1 fijadosk y n, el tamafio 6ptimo de muestreo de cada

. . , Zi€so M;
unidad seleccionada es aquél que cumple (5)“’2@1121-630 NS

i€sq Ml) ’

(iv) Sio? =02, pi=p=001yM; = M,i=1,2,... K, sitomamosn; = m,
i € sp, el tamafio 6ptimo de muestreo de cada unidad seleccionada es aquel que
cumple para una funcion de costégk, m) = ¢1 k + can la siguiente expresion:

C]l—p

n
(6) m*E e p
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Observemos que esta expresion coincide con la obtenida por HanswesitzHund
Madow(1953) para poblacion fija (ver (seccion 3,19)) sustituyengdpor p.

Observemos que los puntos (i), (ii) y (iii) solamente dan respuestasates al pro-
blema de tamafio 6ptimo porque no presentan propuestas para detenmaarero
optimo de unidades a muestréarel punto (iv), en cambio, proporciona una respues-
ta a este problema mas satisfactoria, ya que a partir de (6) y asumierziste fi-

jo C tendriamos que el nimero 6ptimo de unidades a muestrearkserid'/(¢; +

e3/ler (1= )]/ (e2p)).

5. APORTACIONES AL DISE NO DESDE LA PERSPECTIVA DE MODELOS
DE SUPERPOBLACION BAYESIANOS

Las aportaciones Bayesianas que presentaremos a continuacion se basan emasumir u
modelo de superpoblacion Bayesiano, desde esta perspectiva la satfieiéncial al

problema de estimdr’ = £y, + 22V, consiste en minimizar, dada una muestra

formada com indices distintos, el error cuadratico del estimagler 25, + X217,
respecto a la distribucion predictiva del vecy,|y;. (En las expresiones anteriores
representamos p@gl a un estimador d&, yporY, = (Y;,i € s)Yys = (y;,i € s)

a los vectores poblacionales no observados y observados dada la muescé-resp
vamente.) De acuerdo con esta definicion, el estimador Bayes se obtiene tomando
7., = E(Y.|y,) y el error cuadratico medio cometido viene dado por la expresion

— )2 —
V(Y|YS) - (NNQ) V(Yu‘YS)

Los resultados que presentaremos a continuacion se apoyan en los sgtrienmo-
delos Bayesianos:

— Modelo Bayes BaséB; (jo; 02, 03)):
Y;‘ll’ ~ N(m““:()-?)v indepvi:1727"' 7N7
moo~ N(N07U%)7

conag? > 0,03 > 0y g escalares conocidos.

— Modelo Bayes Estratificado(Ba (p0; 07, 03)):

Y;j‘/l,l ~ N(Y;j‘/l,“(ff) indep,j:l,?,...,Mi,izl,Q,...,K,
Mg~ N(MO7U§)7 IId,Z:1,277K,

cono? >0,i=1,2,...,K,05 > 0Y ug escalares conocidos.
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— Modelo Bayes en Dos EtapaéB; (uo; 0, 0}, 07)):
Y;]‘ll’l ~ N(Y;j‘ll’lva?)/ indep:.j:1727"'7Mi77::1727"'7K7
pilp  ~  N(pilp,op,), id, i =1,2,... K,
woo~ N(,Lt(],(f%),

cono; >0,i=1,2,... ,K,0% > 0,05 >0y u escalares conocidos.

Las notaciones indep. e iid significan repectivamente independientes e igtalmen
distribuidos, y las notaciones; Bug; 0, 00) y Bs(uo; 07,0}, 00) que apareceran
mas adelante en el texto, representan la distribucion inicial de referepgiax 1.

A partir de las definiciones anteriores, observemos que:

— Enelmodelo B(uo; 02, 02), las variabled;, i = 1,2,... , N son intercambiables.

— En el modelo B(uo; 07,02), las variables’;, j = 1,2,..., M; son intercambia-
blespara =1,2,... . K.

— En el modelo B(uo; 07, 07,04), las variabled’j;|p;, j = 1,2,... , M; son inter-
cambiables con medias por unidagl,i = 1,2, ... , K asimismo intercambiables.

La intercambiabilidad expresa, desde un punto de vista subjetivayajboay informa-
cion sobre la caracteristica en estugii@n el indicel, 7 = 1,2,... , N y por lo tanto
no hay razon para considerar que las inferencias basadas en una muestraddijmma”
n (con indices distintos) son mejores que las basadas en otra muestta tbshbién
del mismo tamafio (y también con indices distintos). Esta no@éntdrcambiabilidad
ajusta con la idea objetiva de un muestreo srswor, y en consecuencia pGEsatios
al modelo B (uo; 02, 02) un muestreo srswor, al modela @; 02, 02) un muestreo

stsrswor y al modelo &0; 07,07, 03) un muestreo 2ssrswor.

Distinguiremos a continuacion entre dos grupos de aportacionesidsisas a la com-
paracion desde una perspectiva Bayes de los muestreos srswor, syscsvewor, y
las relativas a los tamafios 6ptimos de muestreo.

5.1. Comparacbn Bayesiana entre los muestreos srswor, stsrswor y clsrswor

Bayarri and Font(1994,98) y Font(1995a) apoyandose en los mode(0saB, «)
para el modelo srswor y£0; A2, (1 — A)o?,00) con0 < A < 1 conocido para un
muestreo 2ssrswor (que tiene como casos particulares par& el muestreo stsrswor
y param; = M;, i € so €l muestreo clsrswor) obtienen los siguientes resultados:
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() SiK =k, M; = M,m; = m,i = 1,2,..., K, los estimadores Bayes para
los modelos B(0;02,00) y B3(0; Aa2, (1 — A)o?, <) coinciden con la media
muestraly,, y ademas:

8% = N —n o2
(1) Vi, (srswor(Y1ys) = Va, (stsrswor(Yys) = —5— .

(i) SIK <k,M;=M,i=1,2,... Kym; = M,i € sq, los estimadores Bayes
paralos modelos §0; 02, <) y B3(0; Ao, (1—\)a?, co) coinciden con la media
muestraly,, y ademas:

(2) VBS(clsrswog(?Ws) - VB1 (SrSWOU(?b’s) = N Z(M - 1)P-

Dondep = C (Y5, Y-
A)o?, 00).

w),j#3j%i=1,2,...,K paraelmodelo B0; \o2, (1—

Observemos que (1) y (2) coinciden con los resultados aproximados deselespec-
tiva de poblacion fija (seccion 3,4) y (seccion 3,5) respectivamentiéugaendop por
R,y o? porSj (la correlacion y varianza del modelo por las poblacionales).

El articulo de Bayarri and Font(1998) estudia también la estima@dn=el 1 — p para
muestreos stsrswor y clsrswor, considerando el modglpBAo?, (1 — X)o?,03) y
una distribucion sobrg uniforme (0,1).

5.2. Tamaios Bayes de muestre6ptimos

Murgui(1982) presenta para los modelag &; 02, 03) y B2 (1o; 07, o) l0s siguientes
resultados sobre tamafo 6ptimo:

(i) Considerando el modeloBuo; o, 07), se obtiene bajo el criterio de minimizar el
valor esperado respecto a un muestreo srswor de la fuigioh= vV (Yy;) +
co + c1n la siguiente expresion para el tamafo 6ptimo:

oY o? o?
= 1 _ —
3 n=TE )~

que paras; — oc (distribucion inicial no informativa) coincide con el tamafio
optimo desde la perspectiva de poblacion fija para una muestrargr@rvexpre-
sibn (seccidn 3,8)) sustituyendagor S,,.
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ii) Considerando el modelo Bug;o?,02), bajo la hipbtesis de minimizar
7 0
Estsrswol (Yys) para un cost€ = ¢ + Zi’; c;m; obtiene la siguiente ex-
presion para los tamafios de muestreo 6ptimos para cada estrato:

. . K ol
(07 + M;08)o; C—co+dis (70'[2] o
2 3 /e -
LI DA S DA AV

94

NN

4) m; =

)

oo

que paras; — oo (distribucion inicial no informativa) coincide con los tamafios
optimos desde la perspectiva de poblacion fija para un muestres@tgver ex-
presion (seccion 3,9)) sustituyendopor S,;,i = 1,2,... , Ky con laasignacion
de Neyman (ver expresion (seccion 3,11)) cuande ¢, i = 1,2,... ,K con la
misma sustitucion.

Ericson(1969b) obtiene para un modelo estratificado general intercambiabe|u-
cion alternativa a (4) (exacta para algunos valores de C y un algorieraiivo pa-

ra los restantes valores) para obtener el tamafio 6ptimo de los esuatosigmiza
E,V(Ylys) bajo las restncmonei L, em; <Cy0<m; <M;,i=12,... K.
Ademas, en un trabajo posterior, Erlcson(1988) considerando un tunedeﬂ eta-
pas intercambiable mas general qugB; o oj,aﬁ) y bajo la hipbtesis de unida-
des del mismo tamana(; = M, i = 1,2,..., K), resuelve el problema de mini-
mizar EZSsrson Yly,) bajo las restnccmnesc]k +en < C,1<k< Ky
0<m; < M,, i e sg. Traduciendo estos (ltimos resultados a nuestro modelo con
M; = Myo? =0%i=12,...,K, podemos escribir el siguiente algoritmo para
determinar el nUmero de unidades y tamafo de las unidades 6ptinnosestg criterio:

Algoritmo (5)
< —ar; <!+ 1yentonces:
siC < (I+1)e; +(IM +1)c; tomark =1
en otro caso tomar=17+1
Ademasn; = M,i € {i1,... i1} Y m41 (tamafio de la unidald+ 1 a muestrear
sik=1+ 1) es un entero tal quen . < SOk g
(i) Si (7 > 47—, encontrak y m, conm; = m, i € so que minimicen la siguiente
expresmn
(K - k)(72 (M — m)0-2
V*(k,m) = b .
(k, m) Kk (M =T)mk
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La expresionV*(k,m) tiene la misma forma que la expresion de la varianza para
una muestra 2ssrswor desde la perspectiva de poblacion fija, }wsdmsjw por
K M )2 . . K L \2
MI‘{ o2 = E(Z"':1 Z;‘V:j,(f” ) )ysjb porMaj = }5(72":1 ?ff‘]‘ F) ), (conp =
K . . . ., . . . . ..
= ). Esta identificacion entre las dos expresiones permite aplicar panaizani
V*(k,m) el algoritmo de Eisenhart (algoritmo (seccion 3,18)) tomandoc; 772 o>

—

a Ericson, convi]gné recordar que aunque el criterio de estimador optlinadappor

Ericson(1969b,88) consiste en obtener el estimador lineal Bayesianartel@st line-

al que minimiza el error cuadratico medio entre los estimadores linealesgodscide
bajo la hip6tesis de normalidad con el estimador Bayes (el aplicado padt@ntes
autores citados).

yb = c(o} — L ). Como observacion general a todos estos resultados debidos

Murgui(1982) aporta también resultados de tamafo 6ptimo pansodielo Bayesiano
normal-gammasin caracteristicas auxiliares, un modelo Bayesiano estratificeatd-
gamma sin caracteristicas auxiliares y una aproximacion al tamafo guime! mo-

delo B;(p0; 07, Ui, ag).

Observemos también que para modelos de regresion lineal (cuando coraoemo
caracteristica auxiliar de la poblacion), el procedimiento de muestténdpgue mi-
nimiza £,V (Y]ys) y los objetivos de robustez respecto al modelo dan lugar a proce-
dimientos de muestreo intencionados y a muestras balanceadas Bayesianasaespectiv
mente (ver Murgui(1982)). En general, a partir de los resultados bagsdmodelos

de superpoblacion Bayesianos y considerando distribuciones inicialefedencia, se
recuperan los resultados clasicos predictivos sobre estimacion pdisef

6. CONCLUSIONES Y REFERENCIAS ADICIONALES SOBRE OTRAS
APORTACIONES AL DISE NO EN POBLACIONES FINITAS

Las metodologias basadas en poblacion fija y en modelos de superpoblasioas

y Bayesianos obtienen, en ausencia de caracteristicas auxiliares, resultatgefide d
muy «similares. Si revisamos esta exposicion observamos que las Unicas diferencias
entre los resultados de poblacion fija y de superpoblacion clasicgsrsde tomar la
varianzas respecto al modelo en vez de las varianzas poblacionalesy entre losagsultad
de superpoblacion clasicos y Bayesianos en la presencia en estos Utipar&uohetros

de la distribucion inicial que modifican levemente los resultadoaamio, la coinci-
dencia entre los resultados basados en las dos aproximaciones al probieomase

al introducir en la inferencia la informacion derivada de una caractexiatixiliar, de-
fendiendo la primera un muestreo aleatorio y la segunda un muestreciamtaao.
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Se ofrecen a continuacion, precedidas por un titulo orientativo de senido, algunas
referencias adicionales sobre aportaciones no analizadas en este trabajo en referencia al
disefio en poblaciones finitas:

— La solucion minimax a los problemas de taméo 6ptimo. Consultar Solomon and
Zacks(1970), Bellhouse(84), Chaudhuri(1988) y Bolfarine y Za&d&[ L

— Laaplicacion del disdio experimental a los problemas de muestreo en poblacio-
nes finitas. Ver, por ejemplo, Rao(1979) que presenta un resumen con referencias
sobre las aplicaciones mas extendidas y dentro de las aportaciones a muestreo co
trolado, los articulos de Chakrabarti(1963), Srivastava andr3¢1l985) y Srivasta-
va and Ouyang(1992).

— Aportaciones al diséio multiobjetivo. Ver Malec(1995).

— Obtencion de estrategiasbptimas asinbticas. Ver Bellhouse(1984) y Bolfarine
and Zacks(1992).

— Aportaciones al diséio con mas de una caracteristica auxiliar.\Ver, por ejemplo,
Rao(1993) en poblacion fija, Royall and Pfeffermann(1982), RoyalfaRBol-
farine and Zacks(1992) y Tam(1995) desde la perspectiva predictiva, eiDaad
Guttman(1968b) desde la perspectiva Bayesiana para un muestreo en dos fases

— Procedimientos de muestreo en dos fases y secuencid@esimos. Consultar los
manuales clasicos de poblacion fija (por ejemplo Cochran(1977)) y daguiento
de vista Bayesiano, Zacks(1969) para la aproximacion teorica algmnaby De-
Groot and Starr(1969) y Draper and Guttman(1968a,b) en un trabajo apdado
estimacion de las medias poblacionales de una poblacion finita.

— Inferencias sobre la media poblacional a partir de una muestra obtenid a par-
tir de una ruta aleatoria. Ver: Kish(1965) desde la aproximacion de poblacion fija,
y Font(1995a) y Bayarri and Font(1996) desde la aproximacion Bayes.
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Section 2: Basic concepts and notatiolVe review the more basic concepts and defi-
nitions, and stablish the usual notation.

Section 3: Contributions based on fixed population approa¢hreview of the more
known results in this approximation is presented including samplasigns, optimum
size and stratification procedures. We point out the following regultister compara-
tive reference in this summary:

(i) Earnings from stratification:

_ _ N —n S?
(1) Vsrswof¥,) — Vstratiﬁcatior{?/s) = N FyRy-
[Hansen et al(1953)]
(i) Loses from cluster:
N —nS?
() Vclustel@s) — Vsrswor(7,) ~ N f(M - 1R,.
[Cochran(1977)]
(i) Random sampling optimum size:
52
(3) n= ”ﬂ
Vver
[Cochran(1977)]
(iv) Stratification optimum size:
M;Sy;
Zi:] M;Syi
[Neyman(1934)]
(v) Two-stage sampling optimum size:
K (&1 1-— Ry
(5) m e E
[Hansen et al(1953)]
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Section 4:Contributions based on classical superpopulation madelthis section we
distinguish between contibutions based on design-unbiased estimppomach and on
predictive approach. Point out:

(i) The agreement assuming a superpopulation model without auxilarigble in-
formation with results in the fixed population approach. By examplesélast
al(1977) with a design-unbiased estimation show the optimalitytrafication
with Neyman'’s assignment (see (4)). And Royall(1976) for the model

Y, = p+ Ej E(E) =0, C(Ey Enp)={ o 1= i=J
= H R R WIS 00 otherwise
gets the following two-stage sampling optimum size with = M andm; = m:
11—
(6) m="=,22"P
k co P

Compare (6) with (5).
(i) The disagreement assuming a superpopulation model with auxitaigble in-
formation with the results based on the fixed population approach aptiotion

sampling design. So, Royall(1970, 71) and Royall and Heston(1978aokved
that the optimal sampling is a purposive design.

Section 5: Contributions based on Bayesian superpopulation modafts review two
groups of contributions:

(i) The results of Bayarri and Font(1994) and Font(1995a) based onesBaymodel
without auxiliary variable information showing with/; = M andm,; = m that:

- — N —no?
™ VsrswofY'|ys) — Vstratificatiord Y |¥s) = NP
and
= — N —no?
(8) VelustefY1ys) = VarsworYlys) = ———(M —1)p.

Compare (7) with (1), and (8) with (2).
(i) The results about optimum size. Emphasize the results of M(r§8R) and Eric-
son(1969b, 88). Point out the agreement assuming models withoilibauxa-

riable information with optimum size results in fixed populations, by example:
Murgui(1982) shows for a random sampling plan that:

o\ o? o?
= 1 5)— —
©) n=TE0s g~
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and for a stratified sampling plan that:

K rr?r:i
10 o @Mt Co0tTE G g
by — ) o3 e -
(LI VAR S SR BV

Compare (9) with (3), and (10) with (4) far; — oc (noninformative distribu-
tion) ande; = ¢. And the disagreement assuming models with auxiliary variable
information with the results based on fixed population approach.

Section 6: Conclusions and additional reference§his section gives a main con-
clusion: «<agreement between the three approachs when there aren't auxiliary variable
information and disagreement in the otherwisand additional references about ot-
her approximations to the design problems: minimax sampling destigpsrimental
designs, random routes, etc.
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